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JIekims 1

1 3agada kosebaHUWiT HArpy>KEHHOI CTPYHBI

CrpyHna HenpepbIiBHA, 3aKpelljieHa Ha KOHIAX, a B HEKOTOPLIX TOYKaX T = ;, ¢ = 1,n IMOMEIIEHbI CoCpe-
jotodeHnble Macchl M;. Eciim B Touke x; JIEMCTBYeT cocpeloToueHHas cujia Fj, TO B 3TOI TOYKE JIOJIXKHBI
BBITTOJTHATHCST COOTHOITEHU S

u(x; —0,t) = u(z; + 0,f) — COOTHOIIEHNE HENPEPBIBHOCTU CTPYHBI
kuy, = —F;(t) — pa3pbIB CBSI3aHHBIN C CHJION HATSIKEHUS

z;—0
Baeck k — modyav FOnea (ko3ddunmeHT conpoTuBIeHIsT MaTepraia PacTsIKeHUIO /CXKATHIO ).

Ecsn MBI paccMaTpuBaeM TOJIBKO JeficTBEe Macchl, TO mon F; moHmMaercs cuaa unepyuu. 11o BTopomy
sakony Heiorona Fj(t) = —M;uy(z;,t) (cuia ecth Macca Ha yCKOpPEHHE).

Ecisin roBoputh 0 60Jiee mupoKoii 3ajade (He TpocTo 06 OJHOPOJHON CTPYHE) — 33/1ady HA HEOHOPOHOM
CTPYHE, TO MBI JIOJIZKHBI BBECTU NAOMHOCTIL CIMPYHDL.

Onpepenenne. [liomnocms cmpyro p(r) — BeJUYUHA, KOTOPasl 3aBUCUT TOJBKO OT IPOCTPAHCTBEH-
HOI IIEPEMEHHON T.

2 3agada HEOJTHOPOIHOI CTPYHBI

VYpaBHenue KoJieOaHUi B JUBEPreHTHOM BHJIE:

Pu(x,t) 0 k@u(:r;,t)
P~ T ox Ox

u(0,t) =u(l,t) =0 — ycaoBus 3aKpeIyieHnst KOHIOB
3mech | - 1ymHa CTPYHBL.
Eciu Besmmaunst k U p canTaTh BETMIHHAME 3aBHCAIIIMA OT T, TO PEIIast 3Ty 3aady METOJIOM Pa3/Ie/IeHUs
HEPEMEHHBIX MOy IrM GoJiee CJI0XKHOE yPaBHEHUs BTOPOro mopsaka — ypasrenue [lltypma-Jlnysuiis c

COOTBETCTBYIOIIUM TIepeMeHHbIM KodddurmeaTom. OIHAKO 9TO TOJBKO B TOM CJIydae, €CJU HeT IpoMe-
KYTOYHBIX HATPY30K.

Ecim ectn IPOMEXKYTOIHbIE HAI'PDY3KHU, TO:

( Pu(z,t) 0 k@u(:r;,t)
P~ ~ o ox
u(0,t) = u(l,t) =0 — YCJIOBHSI 3aKPeEIlJIEHNs KOHIIOB
u(z; +0,t) = u(x; — 0,t) — YCJI0BUE HEPa3pPLIBHOCTH CTPYHBI
x; 40
Miugy(z;,t) = kuy , i =1,n — yCJOBHsI COCPEOTOUECHHBIX MACC
x;—0
Lu(z,0) = p(x), u(x,0) =(x) — HaJaJIbHBIE YCJIOBUS

Obmras cxema perniennsi B Kypce YM® (6e3 Harpysok):

1. ITucanach cnekrpasibHas 3a1a4a (3a1a4a 6e3 HAYAIBHBIX YCIOBUI)



2. Pemasiach MeTojIoM pa3zjie/ieHusi I€PEMEHHbBIX ITPUMEHSIICS
3. B Bujie psija BBIMUCHIBAIOCH 00IIee pereHne

4. OYyHKINN ¢ 1 Y PACKJIAIBIBAINCH IO COOCTBEHHBIM (DYHKITHSIM.

3 Pemenune 3agaum MeTo0M pa3aejeHUs NepeMeHHbIX

Nrak, paccMarpuBaeM HEOHOPOJHYIO CTPYHY JIJTMHOM [, TJIOTHOCTBIO p, ¢ M Harpyskamu maccamu M; B
TOYKAX X;, HaApaMeTPhl CUCTEMBI CJIeTyIOTHE:

( Pule,t) D <kw>

o2 0z \ Ox
u(0,t) =u(l,t) =0 — YCJIOBUSI 3aKPeEIlJIEHNs KOHIIOB
u(z; +0,t) = u(x; — 0,1) ~ YCJIOBUE HEPa3pLIBHOCTH CTPYHBI
x; 40 L
Miuy(z;,t) = ku, , t=1,n — ycJoBUS COCPEIOTOYEHHBIX MaCC
x;—0
Lu(z,0) = p(x), ul(x,0) =(x) — Ha4aJIbHbIE yCIOBHA

1. Tloka miem periieHre He YIUThIBas HadabHbIE YCIOBHs (paccMaTpUBaeM BCIOMOTATEIbHYO 3a/1a9dy ).
Umem pemenve B Buje u(z,t) = X (x)T(t).

2. Tomyqaem: T"(t) + A\T'(t) = 0, 31ech mapamMeTp A = const MOKa3bIBAET CBA3b BPEMEHU U IIPOCTPaH-
CTBCHHOH IIepeMEHHOI.

(4 <kw> + X (z) = (kX'(2)) + \pX(2) =0

dx dx

X0)=X()=0 — YCJIOBHS 3aKPEIICHIs

X(z; —0) = X(2;+0) — YCJIOBUS HEIIPEPLIBHOI CTPYHBI
x;4+0

M X (x)T"(t) = T(t)kX'(x)
\
D10 crekTpaabHoe ypaBHeHue Broporo nopsjka st X (x). Iloacrasus Bmecto T (t) pesyabrar jjist
T, HoJIy4uM yCJIOBUE CO CIEKTPAILHLIM [IapaMeTpPoOM Ha IPAHHUIAX:

z;—0

;40

EX'(z)| = —AMX ()

z;—0

3. Bajava Ha COOCTBEHHbIE 3HAUEHMUS:
(kX'(x)) + ApX(x) =0, k(z)>0, p(x) >0
X0)=X(1)=0 — YCJIOBUS 3aKPEIICHIU
X(x; —0) = X(x; +0) — YCJIOBUSI HEIIPEPBIBHON CTPYHbI

VejioxkHenue 3a3/ia9u B TOM, 9TO UMEETCH CIIEKTPAJIbHBIN mapaMeTp A He TOJIbLKO B YpaBHEHUU, HO U
B I'PAaHUYHBIX YCJIOBUAX.



4. FEcim marpysku HeT, TO CUCTeMa
(kX'(z))" + ApX(z) = 0
X(0)=X({)=0

JIaeT CUCTeMy COOCTBEHHBIX (PYHKIUI, KOTOpas OPTOrOHAJIbHA

l
(X0, / Xo(@) X (@)p(@)dz = 0, m #n

Ecim ke Harpyska ectb, TO

(X0, / Xo@)Xon()plade + D2 X2 X() = 0, £

[Tonyunim HOBOE (QYHKIIMOHAIBHOE MPOCTPAHCTBO. Kro MOXKHO HHTEpPIPETUPOBATH TO-Pa3HOMY
(777). Hampumep, MOKHO HHTEPIIPETUPOBATH KaK IPOCTPAHCTBO, CBsi3aHHOE ¢ MHTerpasoM Jlebera-
Cruarbeca (cm. kype TBuMC).

5. Haxkoner moxkeMm HalmcaTh perreHne. Tak Kak IIOCJEIHAA CUCTEMa U3 IPeJl. IIYHKTa SBJISeTCS Op-
TOrOHAJLHOI, TO dyHKIMIO f(2) U3 KIacca, KOTOPbIi 06J1a/1aeT ONpe/IeJIeHHO TIaIKOCThIO MOKHO
Pa3/I02KUTh B COOTBETCTBYIOIIUI DsiJl;:

DopmasibHO, IMeeM CKAJISPHOe MPOU3Be/IeHNe, TOPOKIEHHOE PsiioM Bbiiie (7):

| f@X@ptads + 30 Mp )X, ()
falz) = ] Zzl
| Xi@pte)z + 3 Xz

OTrmeTnM, 9TO B 3HAMEHATE/Ie HAIMCAHBI yCJIOBUAsT HOpMUPOBKU. CIpaBeIMBOCTh 3aBUCUAT OT Tapa-
METPOB CHCTeMBbI (TJIaJKoCTu p(x), rIaakocT cobcTBeHHbIX dyHKImu u T.71.). Kak npasuso, mpocra-
TOYHO HENPEPBHIBHOCTHU JIBYX IMPOU3BOJIHBIX M0 T. Tak »Ke OTMeTUM, YTO KOJUIECTBO HATPY30K — HE
MMPUHIATINAIBHO, TPUHIATINAIBHO UX HAJIUIHE.

Dta 3a1a1a B3aTa U3 [1].



JIekims 2

[IpocTpancTBO Ha3bIBAETCI METPUYECKUM, €CJIM Ha HEM BBEJEHO PACCTOSHHE MeXKJy 2 3JeMeHTaMU
p(z,y) > 0;x,y C M, yI0oBIeTBOPSIOIIEE AKCHOMAM:

1. p(z,y) =0 & z =y — akcHOMa TOXKJIECTBA
2. p(z,y) = ply,z) Yo,y € M — akcnoma CUMMETPUH

3. p(z,2) < p(x,y) + ply, 2) Va,y, 2 € M — akcuoma TpeyrojbHUKa

Ecmu M = R, 1o p(x,y) = /> i, (¥; — y;)?. JLj1st NPOM3BOJIBHBIX IPOCTPAHCTE PACCTOSIHIE MOKET ObITh

Lx#y

0=y [MocaemoBarenbHOCTD Ty, — T 1 p(2y, ) — 0.
T =

BBeJIeHO 110 dhopmyiie p(x,y) =

Onpepenenne. I[locienosarenbuocts {x,} dyHmamentanbua, ecau p(rn,,r,) — 0,n,m — oo.
MeTpuueckoe IIpOCTPaHCTBO HA3LIBACTCS IIOJIHBIM, ecju Jobas (yHIaMeHTaIbHAd M0CIe0BATEILHOCTD
B HEM CXOJIUTCH.

[Ilap B wmerpuveckom mupocrpancre: B(a,r) = {x € M : p(a,x) < r}. 3BaMKHYTbHIi mIap:
B(a,r) = {x € M : p(a,z) < r}. MHO)KeCTBO Ha3bIBAE€TCsl OIPAHUYEHHBIM, €CJIH OHO COJEPIKUTCS
B HEKOTODPOM IIIape.

Onpenenenne. Touka a — npedeavran nyss X C M, eciu B(a,r) N [X \ {a}] # 0. X na-
3bIBACTCH  3AMKNYMbLM, €CJIH OHO COJEPIKUT BCE CBOHM IPEJEJbHBIE TOYKH. X OMKPLIMO, €CIU OHO
SIBJITETCST JIOTTOJTHEHNEM K HEKOTOPOMY 3aMKHYTOMY MHOXKECTBY. Samwvikarue X — oObenauHenne X u

BCEX €ro IpeJIe/IbHBIX To4ueK. X — 6crody naomnoe B M, ecima X = M. X — nuzde ne naomnoe, eciu
\V/B(CL,T) Q M = HB(CLI,’I"/) C B(a77«) XN B(a/ﬂ“l) _ @

Omnpepestenne. JluneiiHoe pocTpascTBO X HA3BIBACTCS JIMHEHHBIM HOPMUPOBAHHBIM IIPOCTPAHCTBOM,
ecam KazkJIoMy ssieMenTy X mocrasiieno B coorBercrsue ||zl € R, ||z|| > 0, yaoBrerBopsiomiee

L ||z|]|] =0 2=0
2. [Jox]| = [e|]],a € X

3. |l +yll < l=[l +[lyll

B simHeiiHOM HOPMUPOBAHHOM IIPOCTPAHCTBE PACCTOSHIE MOXKHO BBeCTH, Kak p(x,y) = ||z — yl|.
Beexsa mynbranagekc a = (ag, ..., q,), a; > 0 B E", MoxHO 3anucars onepatop AuddepeHnnpoBanst
ol 0 a
Dy=——————=(=)Y toe z%=z{"...20" |a| = E %
al 3 1 oo n 1
Ox{' ... 0xon Ox —
Onpenenenne. Ilycte ) - orkpblTOe  oOrpanmdennoe MHOX)ectBo B E".  Hocurennb

supp (v) = {x € Qv(x) # 0}. Beemem mpocrpancrso D(§2) : C*, supp (v) C Q Vu. CxomumocTsb:
vi(x) — v(x), ecom
Va = lim max|D%y(z) — D*(z)| =0

n—oo xef)
Bregem C™(£)) - MHOMKeCTBO Beex HempepbiBHO uddepeHmpyeMbx GbyHKIHi Ha MEOKecTBe (2. Hopma
[ fllom@) = ‘rrlla,x max | D f(z)| = {uepe3 moayHOPMY - HE BBINIOJHAETCS EPBasg aKCHOMa } =
al<m zeQ)

= 12X |flor@) [flor@) = maxmax|D®f(x)]



Bregem C™A(Q) € C™(Q), 0 < A < 1:
| Df(x) — D*f(y)]

|floma@ = max sup < 0
O = yen eyl

|z — y| - TouHas HWKHSAS TPaHbL JUIMH CHPAMJISIEMBIX KPHBBIX, COCJUHAIONINX TOYKH X U Y, U IEJIUKOM
nexkamux BayTpU || flloma@) = [ fllom@) + [ floma@)-

Iycrs p > 1, |f?| € I(Q), roraa ||f||r,@ = (fy|f(x)|Pdz)'/?, u Bee Tpu axcnombl BblIOMHSIIOTCS 1151
HEIPEPBIBHOM f.

lz—y|
I+|z—yl”

Ha npoctpancTBe mocjeoBaTe/IbHOCTEl pACCMOTPUM METPUKY p =

[ycrs x = (&1,&,...), y = (M1, M2, . ..), TOrIA

o0

- L& —nil
plz,y) = ; 21 + |§i —

[To Teopeme Beitepinrpacca psiji cxoanrces. Akcnoma TpeyrojbHAKA CJIeyeT U3 HEPaBEHCTBA

ja bl _ lal )
I+ la+b] =~ 1+4|a| 1+10




JIleknmuga 3

Onpenenenune. B EskimmoBom npoctpancrse E" MHOXKeCTBO () HA3BIBAETCST MHOXKECTBOM 7-MEDHOI
MepbI HYJIbIO, ecyiu Ve > () HaiijieTcd cueTHasi CUCTeMa OTKPBITBIX N-MEPHBIX KyOOB, 00be IMHEHIE KOTOPBIX
COJIEPKUT ITO MHOXKECTBO (), a cymMa 06beMOB KOTOPBIX, MEHBIIIE £.

QC E™ wmepsl myib, ecin - I{ K}, — cucremMa OTKPBITBIX Ky6oB : €2 C U K;, Z Volume(Kj;) < ¢

3ameuanwue. () - OTKPBITOE, OIPAHUIEHHOE MHOZKECTBO.

Onpepesnienne. HekoTopoe CBOWCTBO BBINOJIHEHO nowmu 6c¢t0dy (IL.B.) B (), €Cii OHO BBIIOJIHEHO BO
BCEX TOYKAX & € (), BOSMOXKHO, 38 HCKJIIOUYEHUEM TOYEK, 00pa3yIONuX MePy HYJIb.

Onpenenenne. Dyuxius f(r) 3amannas B obgactu () HA3BIBACTCS UMEPUMOT, eC/IU OHA ABJIACTCS
[peJIeIoM TIOUTH BCIOJLy B () cxojsiineiicst oceqoBarenbHoctn dyakiuii u3 kiaacca C(Q).

f@) = Tim fu(e), fulx) € C@)

Onpenenenune. l3veprunmoe MHOXKECTBO — TO MHOXKECTBO, JIjIst KOTOPOT'O XapaKTepucTuieckas OyHKITHS
U3MepHUMA.
Onpenenenune. Xapakrepuctudeckoin (pyHKImeil MHOKecTBa F Ha3biBaeTCs (DYHKITHS

1, zek

@ =90 seE

Onpenenenune. JIpe dpyukmuu f u g 3ajanabie B obyractu () HA3BIBAIOTCS SKBUBAJIEHTHBIMHE, €CJIN OHU
o4TH BCIOAY coBraaoT. Obo3Havaercs f ~ g.

Onpenenenne. Byjem rosoputh, uro f(x) onpenenennas na () npunajexur kiaccy LT(Q), ecan
CyIIeCTBYeT HeyObIBaroIas MOC/IeI0BaTeIbHOCTL HepepbIBHBIX MyHKIWA { f,(2)} ¢ KOMIAKTHBIME HOCH-
TeISAMU MpUHAJICKAIIIME () TaKasd, 9TO II0CIeI0BATEILHOCTD HHTErPaIoB PuMana aB/IseTcs orpaHndeH-
HOTA.

E L+(Q) €CJIN 3{fn fn S fn-i—la fn S C(@)a supp fn(~r> S Q
w(z)d + =1 n(x)dr = n(x)d
/f T < 400 /f lim. Qf(:v):v sgp/Qf(l‘)x

Sameuyanune. OyHKIuu f,, HA3BIBAIOTCA HUHUMHLMU.
3ameuanme. MOHOTOHHOCTD TIOCJIE/IOBATEIBHOCTH CYIIECTBEHHA.

Onpepnenenne. Dyukims nasbiBaercs f(x) unarerpupyemoii o Jlebery B obsactu (), eciu ee MOXKHO

[peJICTaBUTh B BUje pasHocTu JByX dyukimit fi(x), fo(z) € LT(Q), 1o ects f(z) = fi(z) — fax).
Nurerpanom Jlebera nazoBeM nx pa3sHOCTb UHTETPAJIOB ITUX (PYHKIIUIL:

/Qf(x)dx:/Qfl(a:)da:—/Qfg(x dx

Onpenenenne. Ilpocrpanctso L,(Q), p > 1 — mpocTpaHCcTBO n3MepuMBIX Ha () DYHKIWMIA, 11 KOTO-
PBIX CyIIECTBYeT UHTErpas |, o lf(z)|Pdz.

Onpenenenne. Hopma mis f € L,(Q) BBoguTest 1o dbopmyiie:

1/p
1z, = (/Q ]f(x)|pda:)

7



Bameuanue. [lepBbie jBe aKCHMOMBI HOPMbI OYEBHJIHBI, & JJIs JIOKA3aTEJIbCTBA TPETheil (HEPaBEHCTBO
TPEyroJIbHIKA) HYyZKHO PacCMOTpeTh HepaBeHCTBO HOHTA, ¢ OMOIIBIO KOTOPOTO BBIBOJUTELCST HEPABEHCTBO
lempaepa oTKyZa caemayeT HepaBeHCTBO MUHKOBCKOTO, JTOKa3bIBAIOIIEe TPETHIO aKCHOMY.

Onpepnenenne. Oynknua v(x) €  Li(Q) wnazbBaercs o00606wennol. npouseodnoll MOPsIKa
a = (ag,...,q,) — Myastuusiekc — aa dyuxipn f(z) € Li(Q), ecm Vo(x) € D((Q) BblmosHsAeTCs
TOZKJIECTBO:

/ v(@)p(e)de = (—1)° / £ (2) D) da
Q Q

O6osznauaercs: v(r) = D*f(x).

Bameuanue. Kiaccnyeckasi IpousBo/iHas YIOBJIETBOPAET STOMY OIPEIEIEHUIO.

Bameuanue. OGobOmeHHas TPOU3BOIHAT MOMKET CYIIECTBOBATL OJHOBPEMEHHO C OTCYTCTBUEM KJIACCH-
veckoit npousBoguoil. [Ipmvep 1: f(z) = |z| numeer 0606IIEHAY0, HO HE KJIACCHYECKYIO TPOU3BOIHYIO.
[Ipumep 2: f(x) = sgn = He numeer 1 OOOBIIEHHYIO TPOU3BOIHYIO.

L o 1 0 1
Q=(-1,1) / 57580 xdr = / o'dr — / o'dr = —2¢(0) = —/ vpdr
-1 0

€z -1 —1

Ecaun B3a1h 32 ¢ = exp(—esz) ecn |z| < e, unaue 0, € € (0,1), To ¢ — 0. Torma B 3amucu BeIIIE
nocJsieiHuil uHTErpast Oyjuer crpeMuThest K Hyso, a —2p(0) > 0. IIporuBopedne 10Ka3bIBAET OTCYTCTBUE
o6obrmenHoit iponsBoHOl y f(x) = sgn x.

Bamaua ggst cebsi. [okazarh, uro dbyukuus f(r1,T) = sgn 1 + Sgn s HE UMeEeT IEPBBIX YACTHBIX
POM3BOJHBIX, HO MMEET BTOPYIO YACTHYIO IIPOM3BOJHYIO TI0 X1, Te HA MHOXKecTBe () = [—1;1] x [—1;1].

[Iyctb €2 OTKpBITOE, OrpaHMYEHHOE MHOYKECTBO C HelpepbiBHOI mo Jlummmiyy rpasuieii. 91o 3HAYMT,
YTO y KaXK/I0if TOUYKH CyIIECTBYeT OKPECTHOCTH B N-MEPHOM IIPOCTPAHCTBE (T.e. map), B KOTOPOM MOXKHO
KaKyI0-JIH00 KOODJMHATY X; HPEJICTAaBUTh B Buje DYHKIUH @(T1, ..., L1, Tit1,...,Ty) OT BCEX JPYIHX
KoopauHaT, e byHKImA ¢ - HenpepbiBHA. Ecin dyuxims n3 kiacca C™(¢), TO rOBOPST, 9TO I'DAHUIA
npuHaiekut ¢ (17).

Bynem cumTarh, 9TO Ha paccMaTpUBAcMbIX MHOXKECTBAX TI'PAHHUIA JIOCTATOYHO XOpOoIlasg, YTO Ha HUX
MOKHO MPUMeHHUTH popmyry OcTporpaackoro.

[Iycte m € Zy, p > 1.

Omnpenenenue. IIpocrpancrso W)™(€2) — obobmenne npoctpancTsa Ly (€2) ¢ 0606meHHbIMEI TTPOU3BOJI-
HBIMU.

Wi () = {u(z) € Ly(Q) | ID"u € Ly(Q), |af <m}

Omnpenenenue. Hopuma na W' () BBouTes Kax

1/p m 1/p
lullwp@ = | D 1Dl | = (D luliso
jal<m 5=0
[Tocneinee paBeHCTBO BBOJMT HOPMY Yepe3 MOJTyHOPMY, KOTOpas BBOJIUTCS Kak:
1/p
[ulwm (o) = Z HD“uHiP(Q)
|al=m

8



I Teopema 1. Ilpocrpanctso W) () s/sterca mombiv (6aHAXOBbIM).

Omnpenenenune. Muoxkectso W) (€2) MoxHO MOTyHuTh 3aMbIKanueM npoctpanctsa C™(€2) mo Hopme

| [lwm (9. To ectb paccmorpers Bee dymamenTabible nocie0BaTebHOCTH 13 Kacca C™(€2) B sroit
= m
HOPMe, U X TIPeJIe]l PACCMATPUBATH KaK 3JICMEHT, IPUHa/TeKalwil mpoctpanctsy W) (€2).

Onpeaenenue. W;”(Q) — TIOTyIaeTcst 3aMblKanue mpoctpanctsa D(§2) o mopme W) ().

3ameuaHwme. B Takux npocTtpaHcTBaxX MOJIyHOPMa OOBIYHO 9KBUBAJIEHTHA HOPME, 3a CYET TOTO, YTO HOJIb
Ha TPaHUIE OCTaeTCd HyJeM Ha I'DAHUTIE.

Onpepenenune. [lpu p = 2 HOpMY MOXKHO TOPOIUTH CKAJIAPHBIM IIPOU3BEIeHIEM. TaKkoe MpoCTPpaHCTBO
HazbIBaeTCst [ uabbepmosvim.

I YrBepxkaeHue. Jljasg Toro, arobbl 1npocTpaHcTBO ObLIO ['MIbOEPTOBBIM, HEOOXOIUMO U JIOCTATOTHO,
YTOOBI JIJIST HOPMbI BBITIOJIHAIOCH PABEHCTBO IapaJsiie/lorpaMma

lz +yl* + llz = ylI* = 2/}« + Iyl*)
PaccmorpuM 1Ba JTMHEHHBIX HOPMUPOBAHHBIX pocTpancTBa X u Y, u onepatop A : X — Y.

Onpepenenne. Oneparop A Ha3bIBAETCS JTMHEHHBIM, eCu OH OAHOPOAHBIH — A(ax) = aA(z) — u
apauruBHbll — A(r +y) = A(x) + A(y).

Onpepnenenne. Oueparop HEIPEPBIBEH, €CIH U3 CXOAUMOCTH IIOC/IEI0BATE/ILHOCTH TOUEK { T, } cIeayeT
CXOIUMOCTD IOC/Ie10BaTe/IbHOCTH ToueK {A(z,)}.

I Teopema . Ecsim omepatop HenpepbiBeH XOTd Obl B OJHOIl TOYKE, TO OH HENPEPHIBEH U BO BCEM
IPOCTPAHCTBE.
Onpenenenune. Otueparop sBIs€TCS OrpaHWvdeHHbIM, ecau M = const, Takas, 9TO

Ve X : ||A()]

< M||z||. Koncranra M naspiBaeTcss nopmot onepamopa.

| YrBepxkKaeHaue. YrTobbl oneparop ObLI HEIIPEPBIBHLIM, HEOOXOIUMO U JIOCTATOIHO, YTOOBI OH ObLI Or'pa-
HUIEHHBIM.
Onpeneaenne. Hopmy oneparopa A MOKHO BBECTH M KaK:

[[Az]l
]

|A]] = sup
x#0

Ounpenenienne. Jlunetnvm dynrkyuonarom uassiBaercs omeparop f(x) : X — R



Jlekinsa 4
1 Jlemma Bpamb6aa-I'unbbepra

I Jlemma Bpambiaa-I'nabbepra. Ilycrn
) C E™ — oTKpPBITOE, BBIYKJIOE, OTPAHUICHHOE.

d = sup ||z —yl.
z,yef)

L(u) — nmueitnpiii dynkimonas, orpannden B Wi"(€)), rie m MoxKer ObITh HENEJbIM, TO €CTb
O<m=m+\méeZ;, \e (0;1]. To ecrb g L(u):

- 1/2
L(u)| < M (Z djluliyg ) + d2m\“!3v;n<m>
=0

Baecy L(u) obpamaercs B 0 Ha MHOTOYWIEHAX CTEIEHU 770 110 TIEPEMEHHBIM T1, . . ., Tp,

Torma IM ne zapucsmas ot u(x), Taxkas, uro |L(u)| < Mﬁdm|U’W27n(Q)

2 IIpumenenue jemmbl BpamoOaa-I'mabbepTa K KBagparypHoii dpopmyJie Tpa-
nenuia

Onpenenenune. Jlannbie hopMyJibl IPUMEHSIOTCH JIJIsi OINEHKH CKOPOCTHU CXOJUMOCTH KBaJIPaTypPHOI

dopMmyJIbL.
PaccmoTpuM BHaUasie BCIIOMOTaTEIbHBIN (DYyHKITMOHA:

h
h
L(u) = / u(w)de — 5 [u(0) + u(h)], u € WH(0,h)
0
KOTOPBIIl IIpeICTaB/IseT cOO0 PA3HOCTL MEXKIy HHTEIPAJIOM U IUIomaAbio Tpanenuu. OmeHuM 3ToT QpyHK-

monast. 3amerum, aro W3(0,h) C C'[0, h]. IIposenem 3ameny (HopMupoBky): t = %, toraa a(t) = u(t, h).
Torma:

L(u) = L(a(t)) = g {2 /01 a(t)dt — a(0) — a(1)
) < V3 ( [ [a0)+ @))€ VEllugon < Valluzon

. 5, .
1G] < Shlalwsony

T.x. L(u) obpamaercst B (0 Ha MHOrOUYJIeHaX MEPBOil CTENEHH U OIEHUBaeTcs depe3 HopMmy W3, TO MOKHO
NpUMEHUTH JeMMy bpamOsa-I'nisbepra 1j1st €ro oneHKu:

~ ~ ~ 5.
|L(@)] < Mhltlwz o) = [L(@)] < Mh2[alyzon

Tenepnb nepeiijieM HEIMOCPEJICTBEHHO K KBa JIpaTypHOit (hopMmyste Tparenuii. PaccMoTpum pazHocTHyIO cXeMy:

N

L(f) = /0 F(a)de — g S [Fia) + F@)], ai = ih, h = %

=1
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Ucnonbsys ajymrusHOCTh nHTErpasia Jlebera, L(f) MOXKHO 1pejicTaBUTL B BUJIE:

e i {7 st =5 5w + s}

st Kazk10ro cjiaraeMoro B CKOOKax IPUMEHNUM OIEHKY, HOoTydeHHY o 1tst L(u):

i h 5
[ @ = 5 i) + @] < M g

Torna, mpumenss HepaBeHCTBO Kommu-ByHIKOBCKOTO, moydaeMm:

N N %
5 5
LI < MB2Y | flwzge, e < {K-B} < Mh2 (Z |f\W22<m,xi>) VN = ME|flwz .
=1 =1
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JIleknuda 5

1 PaszHocTtHBIe cxeMmbl it AudpdepeHnnaaIbHbIX ypaBHEeHU ¢ 0000IIeHHbIMU
peleHnsIMuI

[Tycrs €2 € E™ - oTKpbITOE OrpaHndeHHOe MHOXKeCTBO, ' = Jf) - ero rpanura. Pacemorpum auddepeniin-
aJIbHBII OIlepaTop BTOPOT'O MOPSIIKA

Lu(e) = = - 2 a0 ) + @) = @), 7= (o1, ) €9

Marpuna A cuvverpuuna: a;;(z) = aj(z) € CHQ), Q = QUT, q(z), f(z) € C(Q), a cam onepatop
paBHOMepHO-3 LI THIecKuii (777), To ecThb

n

Ve = (517-.-,571) = Z az’j(x)fiﬁj > VZSE, v = const >0
i=1

1,7=1

YacTHbIil cirydait paBHOMEPHO# 3JUTMITUYIHOCTH - oneparop Jlamraca.

Onpegenenne. OyHkims u(X) HASBIBAETCH KAUCCUMECKUM PEWEHUEM Nep6otll kpaesoli 3adavu (3adayu
Jlupuxae), eciu

1. u(z) € C*(Q)NC(Q)
2. Lu=f, x € Q
3. u(x) = p(z), el

I Teopema Illayznepa. Ilycts m > 2, a;i(z),q(x) € C™12(Q), q(z) > 0 (MoxkeT 6HITH OCTAGIEHO),
' € O™ (mns KaxK0# TOYKHM T'PAHUIBI CYIIECTBYET JIOKAJbHAsl CHCTEMa KOODJMHAT, CYIIEeCTBYeT
OKpecTHOCTHL [E™, TOYKHM KOTOpPOHl MOTryT OBITH ONHUCAHBI CJICIYIONUM 00Pa3oM: KaKas-TO KOOPJIUHATA -
byrkmua 3 kmacca C™* ot ocrambHBIX KoopauHat), f(x) € C™2%(Q), u € C™*(T'). Torma 3amaua

Hupuxiie umeer euHcTBerHOe perenne u(x) € C™(Q).

B xypce YM® Teopema jgoKas3bIBaeTCs JjIsi oriepaTopa Jlamaca, UCIob3ys HOTEHIAJ JIBOMHOIO CJIOS, 1
IIPUHIUII MaKCUMYyMa JJIgd JOKa3aTeJbCTBa €IMHCTBEHHOCTHU.

2 (OO0oOIIeHHbIE pellleHns

HenocraTok 06006111eHHOTO perenus - OHO He IMO3BOJISIET TOIYYUTh JIOKAJIbHbIE XapaKTEePUCTUKH PEITIEHUS.
Paccmorpum pasHOMepHO 3sutrnTndeckoe ypasaenune Lu = f. Ilycrs u - ero pemenne. JlomMmHOXKUM ypas-

nerne na v(x) € CH(Q), v(x)|r = 0. Ucnomssysa dopmyry OcTporpajickoro, IPOMHTEIPUPYEM 10 YACTSIM.
['paHn4nbIe HHTErPAJIBI 00PATATCS B HOJIb. 110JIy9nM ciieyomee paBeHCcTBO:

& ou Ov
/ﬂ(Z aija—%a—%—kquv) dx:/gfvdm ()

,7=1

Ecan u(x) asaxsr quddepennupyema B €2, 10 or f TpebyeMm JHIIb HEIPEPBIBHOCTH B ().
Ecmm f € Ly(Q), u(z) € WH(Q), v(z) € W5 (), aij, q(x) € Loo, MOXKHO BBeCTH KIacC Lo (€2).
Onpepnenenne. Ilycrs f(x) - usmepuma na ). CymecrBennbiii Mmakcumym M = vraigmax| f(x)], eciim
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1. A C Q: A =0; |f(x)| < M, 2 € Q\ Ay
2. Ve>0=3A. CQ:|A]>0; |f(zx)]>M—¢, x€ A,

U3 (*) BOBHMKAIOT J[Ba BapHaHTa ONpejeenus 06obmennoro pemenns. [lepsbiii - npu u € WZ() - 777.

Nneem jenio ¢ ToxaecrsoM. V3BecTHble BemInHbI - KOIbDMUIMEHTH, IpaBas 9acTh U IPaHuIHAst DYHK-
st p(z). a;j(x), ¢(z) € Leo. () MoxkeT GBITH IpoosKena Ha ) ¢ rpanuneii I' tak, atober u(z) € W (Q).

Onpenenenne. Obobwernnvim W -pewenuem zadavwu Jupuzae Lu = f,u‘F = 1 Ha30BeM (DYHKITHIO

u(x) € Wi (Q), u(z) — u(x) € WHQ), Vo € WHQ) omonmgercs ToxaecTso (*).

I Teopema 1. a;i(x),q(x) - orpanudenusl u u3MepuMsl B 2, [Ist IOYTH BeeX = a;; () = aj;i(z), q¢(x) > 0,
[ € Ly(Q), pu(xr) moxer 6biTh mpomoskena wa 2, Tu. p(x) € W3 (), To cyimecTByer eIMHCTBEHHOE
obobiennoe Wi-pemenne 3a1aun Jupuxie.

Hokazana B kuure apropos Camapckuii JIazapos (777) Makapos.

| Teopema Broskenusi. IlycTh mo-mpeskiemy () - 5TO OrpaHEYeHHAd o6JACTb ¢ Tpammmeii I B mpo-
crpanctie E,. Ilycts I' € C™, m € R, m > 0. Ecm u(x) € W*(Q), p > 1, m > 0, To cnen v = u}Q

1
m—=
HPUHAJUIEKUAT KJaccy W P(T), Te. HKIWA Vv Oyner HJIAMEHTAJILHON MOCJIeIOBATEIbHOCTHIO, U IOJI-
p ) )

1
m—l
HOT& IIPOCTPAHCTBA 00ECHEYUT CXOAUMOCTh (DYHKINK V K HeKoTopoit dpyukinu u3 kiaacca Wy, 7 (T). Umeer
MeCTO OIleHKa,

) 1 < Ky - ulvm
Ioll oot g, < K-l

B obparnyio cTOpoHy Teopema TaKxKe BEpHA.

1

PaccmoTpuM oiHOMEpHBIi citydaii: v € Wy, Torya Ha rpanuie v € W3 . Boobiue rosopst, Teopembl BJIO-
JKEHUI He FBJIAI0TCS TOYHBIMHU, UX MOXKHO YCHINTH. TeM He MeHee, OTCIO/Ia BBITEKAIOT CJIEIYIONINe YTBEep-
KIAeHnd, KOTOPble BazKHbI IJId HaC B OIIpEIE/ICHUN O606H_[eHHOFO pemeHmnd:

3
1. W2(Q) € W (T) € WAT) C Ly

2. Wyt5(Q) € O(), & > 0, ecom corywait omoMepHbiit, To Wi () BKIaBBACTCS B KITACC HETPEPHIBHBIX
byHKIWIT HA cerMeHTe, HO B 00IIEM CJIydae 9TO He Tak

3. Wi(Q) C Ly(Q), p>1, p<+o0

O6obuiennble DYHKIMN OLIPEIENSIOTCS Ha IpuMepe IpocTpancTBa Wi 1 UCIIOJIb3YIOT IIOHATHE JTMHETHOTO
dyHKIMOHAIA.

B Pa3HOCTHBIX CXEMaX KJIaCCHUY€CKasd IIPOU3BOJHAA MEHACTCA Ha PAa3HOCTHYIO IIPOU3BOJHYIO.

13



JIleknmuga 6

1 Teopema Banaxa-lllteitHray3a Ha npuMepe 3aJiladil MHTEPHOJIAINN

[Iycrs ma orpeske [0, 1] 3amana marpura 1 :

"
0,y
th)’ té?)), téS)
R SR
Nurepnionsanuonabiii MHOTOWIEH Jlarpanxka:
Lo = =t (@)
k=1
z(t) € C[0,1]
n wy(t)
D) = ——

| Teopema 1.
VT Jxz(t) € C[0,1] : L,(t) & x(t), n— +o0

oka3zaTreabcTBO:

M@ =1 @) Ll = M
k=1

Inn
8 Vm
Ecau 661 L, (t) = 2(t), To mo Teopeme Banaxa-Illreitaraysa ||L,|| <c¢ O

HepagsencrBo Bepnireiina: A, >

Orcrofa eciim Mbl HE MOYKEM Pa300paThCsd ¢ UHTEPIOIAIUEl KaK HaJI0, TO C SKCTpaIojdiueil Tem OoJree.

2 PasnocTtHble 3aga4n

PasznocTHbIE CcXEeMBI CTPOATCS IO TPHUHIMIY amnlpokcumaruu. HadaeM ¢ OIEHKH COOTBETCTBYIOIIUX
AIIPOKCUMAIIUIA ITPOU3BOJIHBIMMU.

Urax, paccmarpusaem obnactb 0 = {x € E? : |x;| < hy, hy > 0, i = 1,2}. Paccmorpum Bonpoc 06
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alIIPOKCUMAIUU TPOU3BOIHOI:
9u(0,0)  u(hy,0) —u(=hy,0)
8m1 2h1
u(z1,10) € W3 (Q)
W3 (Q) c CH(Q)
l(u) _ u<h17 O) — u(_hla O) _ au(07 0)7
2h1 axl
Samena tl = sz/hl, 1= 1,2
ﬂ(tl, t2) = U(hltl, hgtz)

- 1 du
) = 1) = 55-[01,0) = (-1,0) = 25 0,0]
~ M, _ ~
[l(w)| < h—1||u]|W§,(§), M =const, Q={te E*:|t;| <1, i=1,2}

Paz sTor dyHKIMOHAT obpalaeTcss Ha MHOTOYJIeHAX BTODOil cTemenu, olenka depes W3, To no jemme
Bpama-T'nisbepra y Hac ecTh OlleHKa y2Ke He ¢ HOPMOIi, a ¢ TOJyHOPMOI BUJIA:

M 1

[(u)| = [l(w)| < |U|W3(Q) Ihl (hihs) IuIWs
[hf* = I +h%

h _1

h—j<c ¢c=const : [I(u)] < M[B*|(haha) ™2 [ulyps g

ue Q) : lulyg@ < @hi, ) lulleso)
[(u)] < Ms|h*[[ul|ae
3 O606mennbie PyHKITUN

Eciu y nac dynkuus f(x) € Li1(Q), tae £ 910 onarh KaKoe-TO OrpaHuIEHHOE OTKPBITOE MHOXKECTBO B IIPO-
cTpaHcTBe R™, TO ee MOYKHO CBSI3aTh C HEKUM JIMHEHHBIM (DYHKIIMOHAJIOM, OIIPE/IeJIEHHBIM Ha IIPOCTPAHCTBE
OCHOBHBIX (PYHKIIMIA, TO €CTh

Vf(x) € Li(Q) unrerpa /f x)dz,p(z) € D(Q)

/ F(@)ole) + pp(a))de = A / f(@)p(x)de + p / F(@)(x)de

/f z)dr — 0 ecim p,(z) -0 B O(2) npu n — o

Onpenenenune. Bynem HasbBaTh 0000wenHoli Gyrkyuet T0OO0H JTUHEHBI HEIPEPBIBHBIN (DYHKITNO-
HAaJI Ha TIPOCTPAHCTBE OCHOBHBIX (byHKIWiA. OH 06b19HO 0603HAYaeTcs (f, )

Onpepenenne. Jeivma gynryus - 3uadenue B myie ¢: (5, ¢) = ¢(0)

MuozkecTBO 06001IeHHBIX QyHKIMIA Oyem 0603Hauarh Gyem obosuadars D' (§2)
Onpenenenne. [Ipoussodnas D* or f € D'(Q) onpenensercs o dopmy.e:

(D%, ) = (=1)*I(f, D) Yy e D(Q)
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Jlexknua 7.

Pacemorpum 061acTh:
Q={(r1,29) =2,0<x; <1,i=1,2}, T

— 0D (rpanuna obacTu).

Paccvorpuwm 3asaay lupuxie juia ypasHenus Ilyaccona:

’u  O%*u

AuEa—x%

o=
03

—flx), x2€Q, u(x)=0, ze€l

[Tycrs f(z) € Ly() = 3 enuncreennoe pemenue u(z) € W2() m1s KoToporo:

[uzllwzy < Cllfllza0

IToctponm B obmactu  cetky W = {(z1, T2) : &; = T;j,

N; - HarypajabHOe uncio, ¢ = 1, 2.
[Ipeamnonoxum, aro dey, ¢y > 0:

ho
o <= <o h|* =

n(, x) = {(h1h2)1

[IycTn

0

PaCCMOTpI/IM cirejyromnree COOTHOIIEHUE:

//Au

:]zh17 ji:(),l,...,Ni,

h? + h2,

1

v — &l <, i=1,2

B OCTAJILHBIX TOUKaX T € w, & € R?

n(E.2) //f n(E.2)

1 a'r(]+0,5a) 81(,, 07504)
> o Se(Tg @)~ T @)= =SS @), w e
w1+h71
Swe) = [ w(E g
"t
$2+h72
Swwie) = [ ulen g
To— 2
2
(4+0,54) _ he
) ’ (27) —y(xl, Lo 17xa+ 2 y La41, ,l’n)
(~0,50) ha
Yy (I) _y<'r17 Ta—1, Lo 2 y Lat1, 7xn)
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yxﬁ = [y(i[}l, e Lj 15, L5y it 1y - - - ,ili‘n) — y(l‘l, ey i1, L1 — hi,xi+1, PN ,xn)]/hz
Yo, = (@1, Ticy, T+ by i, @) — Y@ Ty, Ty Tigs - T0)] /B

,ZL.Hﬂ PAa3HOCTHOT'O CYMMUPOBaHUA HUCIIOJIB3YETCA CJIieAyroniee obo3HAUECHNE:

v) = Z y(x)v(x)hy ... hy

TEW
(+0,51) ot '3
OQulto1 1 ou hy L u(xy 4+ hyyxe) — u(wy, x2)
S2a—x1($) = h_2 / 6_171<x1 7;5)5 = Iy
hg

(¥ — 5T0 3HAK accolanum)

Ay = Yzyz + Yzoxs = _SD(J:) = —Slsgf(l'), T Ew, y(l‘) =0

(Boobrrie TyT 1 HIZKe KAKOii-TO TPEyTroJbHIK ¢ HOKKaMHU JI0JIZKeH ObITh — Pa3HOCTHBIN orepaTop Jlariaca,
HO sI HCIOJIb3YI0 OOBIYHBII TPEYTOIbHIUK)

[TorpernuocTts 2 =y — u
Az=—Y(z), v€w, z(x)=0, e,

e $(z) = o) + Aulz).

2 O (+0:59)

@:;[UW—@—Z@\—% ). = Z%
e A (+0:54)

(9%1‘

i(zxx, Z) = - g(m:ci, z)

=1

i = Ug; — S3-i (), vew, i=1,2

2

(Z?Mi»Z) = _(wa Z@]% - _“ZE—I i
N1 No—1

w Z 1= Z Z l1h1712h2 (Z1h17i2h2)h1h2

11=1 12=1

Ni—1 Np

= Z Z w(irhy,ighe) z(i1hy, iaha)hiho

i1=1 i2=1

—(nmm z) = (nz‘Z@]z‘

2 2
>z = Vel < lem Jill 22 11:
i=1 =1

N3 wero cienyer,
2
IV2|[7,) < Z |31
i=1

Bepnemcs K Borpocam, CBI3aHHBIMU C JIMHEHHBIMEA (DYHKITHOHAJIAMUA.
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1 IIpocrpanctBo CobosieBa ¢ oTpHUIIATEIbHBIM NHIEKCOM

PaccmoTpuM JimHeliHbIe orpaHnYeHHble (DYHKIIMOHAJIBI Ha MPOCTPAHCTBE Wg”(w) 1 0003HAYUM 3TO MHO-
xectBo Wy ™(w). Tak Kak MpocTpaHcTBo ocHoBHBIX (ymkimii D(w) Briagssactes B Wi (w), 1o ool
ssiement u3 Wy ™ (w) MoxkuO acconuuposath ¢ D' (w) - mpocrpancreom dyukimonasos BOOBIIE. To ecrs
Wy ™(w) C D'(w). Takum 06pazom, 3/1eMEeHT IPOCTPAHCTBA ¢ OTPUIATETHHBIM HHJICKCOM €CTh 0000IIeHHAs

dyHKIIHS.

1.1. Hopma

Tax kak JUHEHHBbIN (YHKIIMOHA HEIPEPBIBHBIN, TO MOYKHO JIOKA3aTh OINEHKY Yepe3 IMOJIYHOPMY:

[(fru)] € Mlulwpy  Vu € W3 (w),

Hf“*m,v: sup |<f,U>|:Sup|<f’v>|

0] w0 =1 w0 | V]

m,v
P.S. [|v]|we = [|ullwyr @)

I YrBepxKkaeHue. JI060it 371eMeHT U3 TPOCTPAHCTBA C OTPUIATE/IHHBIM WHIEKCOM MOYKHO ITPEJICTABUTH
HEEJIMHCTBEHHBIM 00Pa30M:

\V/f & Wz(_m) f = Z Dafom fa € L2<w)

laj<m

N3 1gero MoXKHO JIOKa3aTh OIEHKY:

1 < 32 [ allme

’

laj<m

[Tpumep

0(z) € Lo(w), 6(z) € Wi (w)

CraBuTcs 3a/1a1a ¢ 0OOOIECHHBIM PENICHIEM:

O0bo0b1eHHOE pereHne:
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Jleknmuga 8.

1 Kiaaccmyeckast 3aga4a JiJisd IapadboJIbl TUIIEePO0JIMIEeCKOro YpaBHEHUSI C BOJI-
HOBBIM OIIEPATOPOM

B knaccudeckoM 1raHe 3Ta 3a/1a9a MOHUMAETCs CJIEYIONUM 00pa3oM:
Ecnu ectb 06/1acTh, orpaHudeHHast BEPXHEH MTOJIYILIOCKOCTHIO KAKOH-TO KPUBOil ramMMa, TO ypaBHeHue 1'pu-
KOMH 3TO €CTb

[Ipu y > 0 ypaBuenue nmeer kpurudecknii tutt. [Ipu y < 0 mmeer rumepboMIecKuit THII.

%

%r

A \a‘u’ B
%

AC u BC' - XapaKTepucTuku
Bamaua - waiitu u(x,y) € C(D) N CY(D)NC?*(DT U D7), yI0BIeTBOPAIONIAS CJIEYIONHM yCIOBUSM:

Wroro,
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D=D"UD UAB (8.4)

Torja,
Uy — Uy, = g(T,y) B BepxHeil rpanue,y > 0 (8.5)
Upy — Uyy = g(2,y) B HUKHeil rpanune,y > 0 '
u(z,y)| =y (8.6)
CA
u(z,y)  =f) (8.7)
AM
u(z,y)| =) (8.8)
MN
Taxkum 06pa3oM, TpaHUYIHOE YCJIOBUE 3aJIaeTcs He Ha Beeil obiacru, a va g € C(DT U D7)
(¢(y) € C [-3,0]
ﬂwCCWH
o(x) C C'[0,1] (8.9)
-+ yCJI0BHE COIJIACOBaHUA
L p(a) = fla), f(1) <¢(a)
u(z,y) € C(D)NCYHD)NC* (DT UD") (8.10)
| Jlemma 1. Ilyctb
Y(a) = a, (8.11)
g € Lo(D) = Ilu(@, »)llzawy < ¢ (Ngllzao) + 1101l 30y + ellzaon + 1120 (8.12)

Yeaosue ¢(0) = 0 cymecrsenno! Ecin ono He BBINOHSIETCsI, TO (0 T€HHUKE?) He BBINOJHSETCs. Bepercs
IJIOCTKOCTD PEINIeHH, /I KOTOPBIX HE BBIMOJHAETCS 9TO YCJIOBUE U BMECTO cOnst ¢ MUIeTcs V HaTypasib-
HOro uncya. V3 9Toit mirockoctu BeiOMpaeTcss (OYHKIWS, I KOTOPO# Oy/IeT MPOTUBOIOIOXKHAS OIEHKA.
JlokazaTebCTBO JJAHHOM OIEHKM OCHOBAHHO HA MeTOojie BeromorareabHoi dpyukiuu. [Tocrpoenne criraxu-
BaroIeil QyHKIMI, KOTopast SIBJISETCs pelerne 3aa4qn Ko 1jisi HeKOTOPOro ypaBHEHHUs (3aBUCHMOCTD
OT reoMeTpuu 06IaCTH )

2 3agaua 2

(10 cux TOp HepelleHHas 3a/a4a)
BosbmeM Ty Ke caMylo 3aj1ady, HO HEMHOTO U3MEHUM B Hell yciioBue:

(

u(z,y)|  =v(y) € C[—3,0]

CA

u(z,y) " = f(y) € C[0,1] (8.13)

uy(r,y)| = p(x) € C0,1]

MN

(¥(0) = £(0)

Ha rpamnre u,(z,y) € ¢(DUMN)
O606muThL Jemmy Ut ciaydas 1I-ro poa
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3 3agaua 3

Toxke Ta ke camas 3ajilada, HO:

Uy — Uy =0 y >0
Ugy — Uyy =0 y >0

;

u(z,y) =0

CA
u(z,y) e fly) € C[0,1]
u(z,y) =0eC|0,1]
Lf(0) = f(1)

Banaga Tpukovm: u(z,y) € L(D) N CY(D)NC*D+ U D7)
I Teopema 1. TIlycrs f(y) € C%[0,1], a > 0 = Jlu(z,y) — pemenne 8.14 u 8.15 =

Paccmorpum

lu(@, Yl zap—eot) + llulz, Yl -y < Cillfllz,on
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JIleknmuga 9

1 HonyquI/Ie OII€HKMN CKOPOCTHU CXOJAMMOCTHA

BBeieMm B paccMoTpeHme CieyIoNnie SIeiikm:

e(z), i=1,2, xcw

. h3_A
@) ={f=(&,&) xi—h; <& <y, x50 — &4 < 5 Z}
I/IMeeT MECTO B34Tb C.He,ZLyIOH_[I/Ie BJIOKCHN A
N1 No—1
Ql = U U Zlhl,lghg Q
i1=1 i2=1
Ni1—1 N3

Q2: U U Zlhl,ZQhQ cQ

i1=1 i2=1

PaccmoTpum dynknmonad:

x2+h72
1 ou hl
T) = Uz (x) — — — (] — —, d
m(z) () 7 6331( 1= 5 §2)dés

ho

T2— 5
[Tocsie 3aMeHbI IEpEMEHHBIX
& =z + sihy

obsactsb e!(r) mepexomut B
et(x) = E' = {(s1,82) : =1 < 81 < 0,]s9] < 0,5}

Ecau nonoxxurh
ﬂ(Sl, 82) = u(xl + Slhl, To + Sghg)

TO IIOJIYIHM cJieAytoniee BbIpazKeHue JIJigd (bYHKHI/IOHaJIaI

0,5
1 ou
771(1') h_l (0 0) —U( 1 0 / 8_51 0,5, 52)d52
—0,5

Ouesuno, uro ecan dyuknus u(z) € Wi, m € [2,3], To u(z) € War(el), u(z) € Wit (E"Y)
Taxoke ouesmano uz W2(Q) € C(Q) crenyer, uro |n(x)| < }%HuHWzm(El)

OToT QyHKIMOHAT 00paIaercss B HyJIb Ha MHOTOYJIEHAX BTOPOIl CTEIeHH, CJIeI0BATEILHO IO JIEMMe
Bpsmba-I'nisbepra

Im(z)| < |U\Wm (EY)

Ecim Teneps nponssecTn 0OpPaTHYIO 3aMEHY ITEPEMEHHBIX, TO MOy UM

M, . o
Im(z)] < h—1|U|W2m(E1) < Molh|™ (hiha) ™2 [ulwp e
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I Teopema 1 (0 CKOPOCTU CXOAMMOCTH CXeMbl sl pernenuii u3 npocrpaucts CobosieBa
Wi, m € [2,3]).

[ycrs u(z) € W3'(2), m € [2,3] -pemenne 3amaqan Jupuxie js ypasaenus [Iyaccona:

Au=—f, fe L(N)
ulr =0
Toryia IOCTpoEHHAs PA3HOCTHAS CXeMa CXOJUTCs B cerounoi Merpuke Wi (w) co ckopoctbio O(|h|™1); To
€CTDb BBIIIOJIHACTCA OIICHKA.:
Iy — ullwiw) < M| h|™ [ |ul [ @)
HoxkazareabcTtBo. Cienyer us

1

2 2

Imilli = (D (@) Phaba | < Malh[™ ™ (Y ulipeicey | < MIR™ " ulwyp o)

U OIIEHKW rpajimenTta. [

2 3amada 0 HAXO0XKJEeHUW HOPMbI JIMTHEHOTO (byHKITMOHAJIA

3agaya:

Haittu nopmy Jmmeiinoro byHKIMOHAA, TOPOXKIEHHOrO 0 - dbyHKimeil B npocrpanctse Wi (—m, m) Tak
Kak Ha npamoil Wi BK/IaJbIBaeTcss B KJace HelNpepbIBHBIX (DYHKIM, To Kaxkioit (byHKIUM U3 Kjacca
W, craBuTes B cooTBercTBHe 3HaveHue B Hysle. 1lo Teopeme Pucca—®pere KaxKplii Takoil (hyHKIMOHA
[PEeJCTAaBUM B BUJIE CKAJIIPHOTO IIPOU3BEIEHUSI, [I03TOMY OV/IeT BBIIOJHITHCA CJIEIYIONIee COOTHOIIEHUE:

/ (s + )z = (), [0t rmy = I

Taxum obOpazoM, HyKHO HAWTU COOTBETCTBYIONIYIO (DYHKIIMIO %, W TOTJIA MbI HaiijleM HOPMY JIMHEHHOTO
dyukmmonasa. [Ipeanosoras, 4To yHKIUA v B HyJe TEPIUT Pa3pbIB, MPOUHTEIPUPYEM JIEBYIO YaCTh
PaBEHCTBA W TIOJIYIUM:

™

w(m)vg(m) — u(—m)ve(—7) + u(0) [v:(0 — 0) — v, (0 + 0)] + /u(v — Vg )dx = u(0)

Eciiu v yJI0BI€TBOPSIET YCJIOBUSAM
V— Uy =0, z€[-m0)U(0,n]
V() = v (—m) =0
v,(0—0) —v,(04+0) =1

TO PaBEHCTBO CBOAUTCA K TO2KIECTBY. HOSTOMy (baKTI/I‘{eCKI/I pemeHne 3aja91 CBOAUTCA K IIOUCKY TaKO

dysKINT V.
OYHKIIIO ¥ MOYKEM OIPEIEIUTh TAKIM 00pa30M, YTO
ch(r — 7 sh(x — 7
( ), x>0 (—), x>0
671' _ e—’Tl' e’TI' —_ e—ﬂ'
Uy = TOTIa U =
ch(z + 7 sh(x +m
CLCR) R shem) - g
er —e " eT —e "
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0
1
|v|%,‘,21(7r’7r)(eﬂ—{/ [ch?(x — 7) + sh*(z — )] dx+/ [ch*(z + 7) + sh*(z + )] dz | =
0

e —e? cth(w)
S 2(em—e ™2 2
Orser: ||f|| = %(W)
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JIekima 10

1 3amaua Tpukomu gy ypaBHeHusi Tpukomn

[Iycrs ecth mnockocth (x,y). Ha ocu 0X pacnonoxenst 2 touku - A(a,0) u B(b,0), B obmact y > 0
pacnoJioxkena Kpubas ', coequnsiomas 3tu Touku. B obyractu y < 0 - 2 XapaKTepUCTUKH, BLIXOIAIIIE U3
JIAHHBIX TOouek 1 nepecekatoruecs: B touke C' (AC u BC, nasee obo3HaueHHbIE KaK [1 U [y COOTBETCTBEHHO).
OTu 3 KpUBbIE OIPAHUYINBAIOT 00JIACTb D).

Omnpenenenne. 3adava Tpukomu das ypasrenus Tpukomu — 3aj1a4a, KOTOpas COCTOMT B TOM, 4TOOBI
naiitn Gynkimo u = u(x,y) € C(D) N CHD) N C*(DT UD™) Takyio, 4ro:

Pu(z,y) N Pul(z,y)
0x? Oy?

=0 - ypaBuenue Tpuromu

U =U — I'PAHUYHbBIE YCJIOBUS

e DT =2N{y>0}, D =9DnN{y <0}

Baada craBuTcst B 00JIACTH, TJe YPABHEHNME MMeeT TaK U JUINITUYECKUil, TaK U TUIepPOOJINIecKuii THIL,
T.H. ypaBHeHHe cMentannoro tuna. Ilpu y > 0 tun siumnrugecknit, upu y < 0 - runepbosnaecknii.
BaxkHoe yrnoMuHAHUE - TDAHUYHBIX YCJIOBUil HA ly HE JaHO.

Pemtenue 3a/1a4u COCTOUT B CJI€LyIOIIEM:

— obosnaunm u(z,0) = 7(x), %Z’O) =v(x)

— MpeJIoJIorasi W3BECTHBIME OJIHY U3 (DYHKIMII MbI pacCMaTpHBaeM 3aJady COoOTBeTCTBeHHO Jlmpuxiie
wm upuxie-Hefimana B sjumnTudeckoit yactu, 1d mim 2g KpaeBas 3aja4a /lapOy B rurepOomdecKoit
qACTH.

— 9TH 2 3a/4a4M JAI0T HaMm cucteMy Juisd 7(z) u v(xr) n uckiaoudas v(z) Ham HaxBaJgeHHblii PpamHdecko
TpuKOMH TOJIydHJI BOT TaKOe CHHIY/ISPHOE WHTEIDAJbHOE YDAaBHEHWE, IJie MHTErPaj MPUHUMAETCS B

CMBICJIE€ IJIaBHOT'O SHAYCHUA —

u(z) + %ﬁ /ab (i)m (t ! - xl_ m) V()dt + /abm(x,t)y(t)dt ~ P,

riae k(x,t) - peryjasipHOe spO MPOM3BOJIBHOIO THIIA. PellleHne eJINHCTBEHHO, YTO JOKA3bIBAETCS depes3
NIPUHIAI MaKCUMyMa, U 3a/lada KOPPEeKTHA.

2 3agnaya Tpukomm ajia ypaBHeHUs HaljibIrmHA

A, B,C,®,T" onpeneeHnl Tak ke, KaK 1 B IPEIbIAYINEH 3a1ade.

Onpenenenune. Ypasrernue HYanavieuna — ypaBHeHUE BUIA

Ou(z,y) N O*u(z,y)

K(y) 97 D52

=0,

rie K(0) =0, K'(y) > 0 (kak u B ypaBHeHun Tpukomu, npu y > 0 THII ypaBHEHUS SJIHIITHICCKIN, TPH
y < 0 - runepbosmyeckuii).

Ounpegenenne. 3adaua Tpuromu das ypasrerus danavieuna — 3a1a49a, KOTOpasg COCTOUT B TOM, YTOOBI
naittn bynkmmio v = u(z,y) € C(D)NCHD) N C*DT UD™) rakyio, 4ro:
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*u(x,y) N O*u(z,y)

K(y) 902 oy

=0 - ypaBHenue Yaluibiruxa

U =V — I'DAHUYHbBIE YCJIOBUS

AC

=pu
r
1 yp-€ XapaKTEepUuCTuK nMeeT BUJI:

AO'@:—; CB-@:;
d —K(y) — dw —~K(y)

3ajiava siBJIeTCs PEIeHHOT.
<O0YeHb MHOTO MCTOPUYECKHUX CIIPABOK >

Ounpenenienne. Obobwernan 3adava Tpuxomu (3adavwa @Ppanxo) — 3ajada, aHAJOTHIHAS 2M
BBIIIIEYKA3AHHBIM, 38 UCKJIFOYEHHEM TOro, 9TO BMecTo ycjoBusi Ha AC, craBuTcs ycjioBue Ha HEKOTOPOI
KpPUBOH 7y, U

v:0>—=2>-

=le
—

—K(y)
n C'B jo/kHa nepecekaTs 7y He 0oJiee, YeM B OJIHOI TOUKE.
KoppekTHocTh 3a/1a4u ObL1a 000CHOBaHa, HO caMa 3ajilada He pelleHa U OCTAETCsl OTKPBITOI.

< O4YeHb MHOT'O HAIIOMUHAHUN 9TO 3a/1ava He pellieHa U 94TO ee MOXKHO M HY2KHO peniaTb >

3 3amaua Tpukomu-Heiimana

Onpenenenune. Vpasrerue Jlaspenmvesa-buyadse — ypaBHeHNE BUIA
0%u 0%u

92 + sgn(y)a—y2 =0

Onpenenenne. 3adava Tpurxomu-Hetimara — 3a1ada Takast, 9TO:

1. Janma nmoynosnoca DT B manpasiaenun +y ot 0 u mmpunoit mo x or 0 1o 7
2. Janer Touku A(0,0), B(w,0),C(3, —5)

3. Nmeer mecto ypasuenue JlaBpenTbeBa-buriaze

4. I'panmvnoe ycjaoBue BTOPOro pojia Ha OOKOBBIX CTEHKAX:

ou

0
g(O,y) =07—u(7r,y) =0,0 <y <400

ox

5. Ha AC crasurca yciosue nepsoro pona: u(x, —x) = f(z),0 <z < 7/2

6. Ha AB craBuTcs ycoBue CKJIENBaHUsI MPOU3BOIHBIX BUIA:

10u ou

g = —(x, — <z <
P, 0 =G —00<r <

rje k # 0
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7. limy i ou=0

CymecTBoBaHme:
1. B TEmep6oIIIecKoil acTH BhIIICHIBaeM obmee pemenne suta F(x +y) + f(5) (smoms AC u CB)
2. YJIOBJIETBOPSIEM YCJIOBUIO CKJICMBAHUSA

3. IpeJjrosaraeM, 4To pelleHne B 3JUI. YaCTU IPeJICTaBUMO B BHUJE pd/jla, oaydaeM 3a/ady O BO3MOK-
HOCTHU Pa3JI0KEeHUs HEKON (D-UM B Psiji 110 HEKOTOPBIM CHHYCAM

Hanpumep, npe/iosioz,Knm, 910 B 9JIU1. YaCTh JeHCTBYeT TaKOi BH/T:
oo
u(z,y) = g Ape " cosnx,y > 0.
n=0

OH y0BJIETBOPSIET TPAHNTHOMY YCJIOBHIO Ha OOKOBBIX CT€HKax M yXomuT B () mpu y — 400.
Tem BpemeHnem B I'Ull. YacTH:

Tz —
u(e,y) = Pl +y) + f(=52),y <0,
YuurbiBas, 9T0 B TUI. 9aCTH
o g~
dy Oz, B 2
uMeeM
(Au=0
ou ou
a_( ay)_%(ﬂ-vy) 0
10u ou , X
\Ea—y(if, +0) = 5 (,+0) o AGY

npu y > 0. Takum obpazom ncxojHas 3a/a49a ObLIa pejylmpoBaHa K 3ajade Jlarraca.
BeimiernipeicraBiieHHbIH PsiJL yI0BIeTBOpsteT yeaoBuio ¢ A u r.y. CycTst MHOTO ajreOpbl, Mbl CMOYKEM HAWTH
A, 1epe3 cOOTHOIIEHNE:

= 1 kf'(x/2
ZAnnsin (nx — arctg(E)) = —%,O <x <.

n=1

Ecmm f'(x) mocrarouno xoporra, 9To0bI pasnoxuth ee B psj Pypbe ¢ takuMu KodbdUImeHTaMu, TO
zaJiada pemreHa. Ho 3iech Bo3HMKaeT mpobJieMa MOCTPOEHUST OMOPTOTOHAJIBLHO COIPS?KEHHOI CUCTEMBI U
BO3MOXKHOCTH DA3JIOXKEHHs 110 TakoMy Oasucy (¢ momorsio 6asuca Puca 3amada pemena ma |k| > 1), u
JOJI2KHBI BBIIIOJIHATBCA JIBYCTOPOHHNE OIEHKU JIJIgd KOSCb—OB pdaa.

Kopoue, sTa 3aj1a1a pereHa HaAIIOJIOBUHY, 1 TO depe3 Koiy. CyTh, ¢ KOTOPOW OH BCIO 3Ty Xepb NOBOPHII,

COCTOUT B TOM, HYTO ”’l"dK)"lO (')6(’)6LU(?1111)'1() IIPOCTYIO 3a/1a41y CIIEKTPaJIbHbIM METOJI0M MO2KHO CBECTHU K
JOBOJIBHO CJIOXKHOW U B 9TOM mpuMepe naer OTJIEeJIbHBINA M3 el ¢ CABUTraMu.
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\chapter{Лекция 1}

\section{Задача колебаний нагруженной струны}%
Струна непрерывна, закреплена на концах, а в некоторых точках
$x = x_i,\ i = \overline{1, n}$ помещены сосредоточенные массы $M_i$.
Если в точке $x_i$ действует сосредоточенная сила $F_i$, то в этой точке должны
выполняться соотношения:
%
\begin{gather*}
  u(x_i - 0, t) = u(x_i + 0, t)
  ~~~\text{-- соотношение непрерывности струны} \\
  %
  k u_x \bigg|_{x_i - 0}^{x_i + 0} = -F_i(t)
  ~~~\text{-- разрыв связанный с силой натяжения}
\end{gather*}

Здесь $k$ -- \textit{модуль Юнга} (коэффициент сопротивления материала
растяжению/сжатию).\\

Если мы рассматриваем только действие массы, то под $F_i$ понимается
\textit{сила инерции}.
По второму закону Ньютона $F_i(t) = -M_i u_{tt}(x_i, t)$ (сила есть масса на
ускорение).\\

Если говорить о более широкой задаче (не просто об однородной струне) -- задачу
на неоднородной струне, то мы должны ввести \textit{плотность струны}.\\

\DEF \textit{Плотность струны} $\rho (x)$ -- величина, которая зависит только от
пространственной переменной $x$.\\

\section{Задача неоднородной струны}

Уравнение колебаний в дивергентном виде:

\[\begin{dcases*}
  \rho \frac{\d^2 u(x, t)}{\d t^2} =
  \frac{\d}{\d x} \left( k \frac{\d u (x, t)}{\d x} \right)
  \\
  %
  u(0, t) = u(l, t) = 0
  ~~~\text{-- условия закрепления концов}
\end{dcases*}\]

Здесь $l$ - длина струны.\\

Если величины $k$ и $\rho$ считать величинами зависящими от $x$, то решая эту
задачу методом разделения переменных получим более сложное уравнения второго
порядка -- уравнение Штурма-Лиувилля с соответствующим переменным
коэффициентом. Однако это только в том случае, если нет промежуточных
нагрузок.\\

Если есть промежуточные нагрузки, то:
\[\begin{dcases*}
  \rho \frac{\d^2 u(x, t)}{\d t^2} =
  \frac{\d}{\d x} \left( k \frac{\d u (x, t)}{\d x} \right)
  &\\
  %
  u(0, t) = u(l, t) = 0
  &\text{-- условия закрепления концов} \\
  %
  u(x_i + 0, t) = u(x_i - 0, t)
  &\text{-- условие неразрывности струны} \\
  %
  M_i u_{tt}(x_i, t) = k u_x \bigg|_{x_i - 0}^{x_i + 0}~~~,~ i = \overline{1, n}
  &\text{-- условия сосредоточенных масс}\\
  %
  u(x, 0) = \phi(x),\ u_t(x, 0) = \psi(x)
  &\text{-- начальные условия}
\end{dcases*}\]

Общая схема решения в курсе УМФ (без нагрузок):
\begin{enumerate}
  \item Писалась спектральная задача (задача без начальных условий)
  \item Решалась методом разделения переменных применялся
  \item В виде ряда выписывалось общее решение
  \item Функции $\phi$ и $\psi$ раскладывались по собственным функциям.
\end{enumerate}

\section{Решение задачи методом разделения переменных}

Итак, рассматриваем неоднородную струну длиной $l$, плотностью $\rho$,
с $n$ нагрузками массами $M_i$ в точках $x_i$, параметры системы следующие:
\[\begin{dcases*}
  \rho \frac{\d^2 u(x, t)}{\d t^2} =
  \frac{\d}{\d x} \left( k \frac{\d u (x, t)}{\d x} \right)
  &\\
  %
  u(0, t) = u(l, t) = 0
  &\text{-- условия закрепления концов} \\
  %
  u(x_i + 0, t) = u(x_i - 0, t)
  &\text{-- условие неразрывности струны} \\
  %
  M_i u_{tt}(x_i, t) = k u_x \bigg|_{x_i - 0}^{x_i + 0}~~~,~ i = \overline{1, n}
  &\text{-- условия сосредоточенных масс}\\
  %
  u(x, 0) = \phi(x),\ u_t(x, 0) = \psi(x)
  &\text{-- начальные условия}
\end{dcases*}\]

\begin{enumerate}
  \item Пока ищем решение не учитывая начальные условия (рассматриваем
    вспомогательную задачу). Ищем решение в виде
    $u(x, t) = X(x)T(t)$.
  \item Получаем: $T''(t) + \lambda T(t) = 0$, здесь параметр $\lambda = const$
    показывает связь времени и пространственной переменной.\\
    \[\begin{dcases*}
      \frac{d}{d x} \left(k \frac{d X(x)}{d x} \right) + \lambda \rho X(x) =
      (kX'(x))' + \lambda \rho X(x) = 0
      &\\
      %
      X(0) = X(l) = 0
      &\text{-- условия закрепления}\\
      %
      X(x_i - 0) = X(x_i + 0)
      &\text{-- условия непрерывной струны}\\
      %
      M_i X(x_i) T''(t) = T(t) kX'(x) \bigg|_{x_i - 0}^{x_i + 0}
    \end{dcases*}\]
    Это спектральное уравнение второго порядка для $X(x)$. Подставив вместо
    $T''(t)$ результат для $T$, получим условие со спектральным параметром на
    границах:
    $$
      kX'(x) \bigg|_{x_i - 0}^{x_i + 0} = -\lambda M_i X(x_i)
    $$

  \item Задача на собственные значения:
    \[\begin{dcases*}
      (kX'(x))' + \lambda \rho X(x) = 0,~~~~ k(x) > 0,\ \rho(x) > 0
      &\\
      %
      X(0) = X(l) = 0
      &\text{-- условия закрепления}\\
      %
      X(x_i - 0) = X(x_i + 0)
      &\text{-- условия непрерывной струны}\\
      %
      kX'(x_i - 0) - kX'(x_i + 0) + \lambda M_i X(x_i) = 0,~~~ i = \overline{1, n}
    \end{dcases*}\]
    Усложнение задачи в том, что имеется спектральный параметр $\lambda$ не
    только в уравнении, но и в граничных условиях.

  \item Если нагрузки нет, то система
    \[\begin{dcases*}
      (kX'(x))' + \lambda \rho X(x) = 0\\
      X(0) = X(l) = 0
    \end{dcases*}\]
    дает систему собственных функций, которая ортогональна
    $$
      \{X_n\}_{n = 1}^{\infty},~~~
      \int_0^l X_n(x) X_m(x) \rho(x) dx = 0,~~~
      m \not= n
    $$
    Если же нагрузка есть, то
    $$
      \{X_n\}_{n = 1}^{\infty},~~~
      \int_0^l X_n(x) X_m(x) \rho(x) dx +
      \sum_{i = 1}^{k} X_n(x) X_m(x) = 0,~~~
      m \not= n
    $$
    Получили новое функциональное пространство. Его можно интерпретировать
    по-разному (???). Например, можно интерпретировать как пространство,
    связанное с интегралом Лебега-Стилтьеса (см. курс ТВиМС).

  \item Наконец можем написать решение. Так как последняя система из пред.
    пункта является ортогональной, то функцию $f(x)$ из класса, который обладает
    определенной гладкостью можно разложить в соответствующий ряд:
    $$
    f(x) = \sum_{n = 1}^{\infty} f_n X_n(x)
    $$
    Формально, имеем скалярное произведение, порожденное рядом выше (?):
    $$
      f_n(x) = \ddfrac{
        \int_0^l f(x) X_n(x) \rho(x) dx + \sum_{i = 1}^n M_i f(x) X_n (x_i)
      }{
        \int_0^l X_n^2(x) \rho(x) dx + \sum_{i = 1}^n M_i X_n^2 (x_i)
      }
    $$
    Отметим, что в знаменателе написаны условия нормировки. Справедливость
    зависит от параметров системы (гладкости $\rho(x)$, гладкости собственных
    функции и т.д.). Как правило, достаточно непрерывности двух производных по
    $x$. Так же отметим, что количество нагрузок -- не принципиально,
    принципиально их наличие.
\end{enumerate}

Эта задача взята из [1].
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\chapter{Лекция 2}
Пространство называется метрическим, если на нем введено расстояние между
2 элементами $\rho(x, y) \geq 0; x, y \subset M$, удовлетворяющее аксиомам:
\begin{enumerate}
    \item $\rho(x, y) = 0 \Leftrightarrow x = y$ -- аксиома тождества
    \item $\rho(x, y) = \rho(y, x) \; \forall x, y \in M$ -- аксиома симметрии
    \item $\rho(x, z) \leq \rho(x, y) + \rho(y, z) \; \forall x, y, z \in M$
      -- аксиома треугольника
\end{enumerate}
Если $M = R^n$, то $\rho(x, y) = \sqrt{\sum_{i=1}^{n}(x_i - y_i)^2}$.
Для произвольных пространств расстояние может быть введено по формуле
$\rho(x, y) = \left\{\begin{matrix} 1, x \neq y\\ 0, x = y \end{matrix}\right.$.
Последовательность $x_n \rightarrow x: \rho(x_n, x) \rightarrow 0$.\\

\DEF Последовательность $\{x_n\}$ фундаментальна, если
$\rho(x_n, x_m) \rightarrow 0, n,m \rightarrow \infty$.
Метрическое пространство называется полным, если любая фундаментальная
последовательность в нем сходится.\\

Шар в метрическом пространстве: $B(a, r) = \{x \in M: \rho(a, x) < r\}$.
Замкнутый шар: $\overline{B(a, r)} = \{x \in M: \rho(a, x) \leq r\}$.
Множество называется ограниченным, если оно содержится в некотором шаре.\\

\DEF Точка a -- \textit{предельная} для $X \subseteq M$, если
$B(a, r) \; \cap [X \setminus \{ a \}] \ne \emptyset$.
$X$ называется \textit{замкнутым}, если оно содержит все свои предельные точки.
$X$ \textit{открыто}, если оно является дополнением к некоторому замкнутому множеству.
\textit{Замыкание} $\overline{X}$ -- объединение $X$ и всех его предельных точек.
$X$ -- \textit{всюду плотное} в $M$, если $\overline{X} = M$.
$X$ -- \textit{нигде не плотное}, если
$
  \forall B(a, r) \subseteq M \Rightarrow \exists B(a', r')
  \subset B(a, r): X \cap B(a', r') = \emptyset
$.\\

\DEF Линейное пространство $X$ называется линейным нормированным пространством,
если каждому элементу $X$ поставлено в соответствие
$\mea{x} \in \mathbb{R}, \mea{x}>0$, удовлетворяющее
\begin{enumerate}
    \item $||x|| = 0 \Leftrightarrow x = 0$
    \item $||\alpha x|| = |\alpha| ||x||, \alpha \in X$
    \item $||x + y|| \leq ||x|| + ||y||$
\end{enumerate}
В линейном нормированном пространстве расстояние можно ввести, как $\rho(x, y) = ||x - y||$.\\

Введя мультииндекс
$\alpha = (\alpha_1, \ldots, \alpha_n), \alpha_j \geq 0$ в $\mathbb{E} ^ n$,
можно записать оператор дифференцирования
\begin{gather*}
    D_\alpha = \frac{\d^{|\alpha|}}{\d x_1^{\alpha_1} \ldots \d x_n^{\alpha_n}} =
    (\frac{\d}{\d x})^\alpha, ~~\text{где}~~ \; x^\alpha =
    x_1^{\alpha_1} \ldots x_n^{\alpha_n}, |\alpha| =
    \sum_{i=1}^{n}\alpha_i
\end{gather*}

\DEF Пусть $\Omega$ - открытое ограниченное множество в $\mathbb{E} ^ n$.
Носитель $\supp(v) = \overline{\{x \in \Omega | v(x) \ne 0\}}$.
Введем пространство $D(\Omega) : C^\infty, \; \supp(v) \subset \Omega \; \forall v$.
Сходимость: $v_k(x) \rightarrow v(x)$, если
$$
  \forall \alpha \Rightarrow \lim_{n \rightarrow \infty} \max_{x \in \Omega }
  |D^\alpha v_k(x) - D^\alpha v(x)| = 0
$$

Введем $C^m(\overline{\Omega})$ - множество всех непрерывно дифференцируемых функций
на множестве $\overline{\Omega}$. Норма
\begin{gather*}
  ||f||_{C^m(\overline{\Omega})} =
  \max_{|\alpha| \leq m} \max_{x \in \overline{\Omega}} |D^\alpha f(x)| =
  \{\text{через полунорму - не выполняется первая аксиома}\} =\\=
  %
  \max_{0 \leq k \leq m} |f|_{C^k(\overline{\Omega})}, \;
  |f|_{C^k(\overline{\Omega})} =
  \max_{|\alpha| = k} \max_{x \in \overline{\Omega}} |D^\alpha f(x)|
\end{gather*}

Введем
$C^{m, \lambda}(\overline{\Omega}) \subset C^m(\overline{\Omega}), \; 0 < \lambda \leq 1$:
$$
  |f|_{C^{m, \lambda}(\overline{\Omega})} =
  \max_{|\alpha| = m} \sup_{x, y \in \overline{\Omega}}
    \frac{|D^\alpha f(x) - D^\alpha f(y)|}{|x - y|^\lambda} < \infty
$$
%
$|x - y|$ - точная нижняя грань длин спрямляемых кривых, соединяющих точки x и y,
и целиком лежащих внутри $\overline{\Omega}$~
$
  ||f||_{C^{m, \lambda}(\overline{\Omega})} =
  ||f||_{C^{m}(\overline{\Omega})} + |f|_{C^{m, \lambda}(\overline{\Omega})}
$.\\

Пусть $p \geq 1$, $|f^p| \in \mathbb{I}(\Omega)$, тогда
$||f||_{L_p(\Omega)} = (\int_{\Omega} |f(x)|^p dx)^{1/p}$,
и все три аксиомы выполняются для непрерывной $f$.\\

На пространстве последовательностей рассмотрим метрику
$\rho = \frac{|x - y|}{1 + |x - y|}$.\\

Пусть $x = (\xi_1, \xi_2, \ldots), \; y = (\eta_1, \eta_2, \ldots)$,
тогда
$$
\rho(x, y) = \sum_{i=1}^{\infty}
  \frac{1}{2^i}
  \frac{|\xi_i - \eta_i|}{1 + |\xi_i - \eta_i|}
$$
По теореме Вейерштрасса ряд сходится. Аксиома треугольника следует из неравенства
$$
  \frac{|a + b|}{1 + |a + b|} \leq \frac{|a|}{1 + |a|} + \frac{|b|}{1 + |b|}
$$
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\DEF В Евклидовом пространстве $E^n$ множество $\Omega$ называется множеством $n$-мерной
меры нулью, если $\forall \eps > 0$ найдется счетная система открытых $n$-мерных
кубов, объединение которых содержит это множество $\Omega$, а сумма объемов
которых, меньше $\eps$.
$$
\Omega \subset E^n ~~~\text{меры нуль, если}~~~
\exists \{K_i\}_{i = 1}^\infty ~\text{-- система открытых кубов} ~:~
\Omega \subset \bigcup_{i = 1}^\infty K_i, ~~~
\sum_{i = 1}^\infty \text{Volume}(K_i) < \eps
$$

\textbf{Замечание.} $\Omega$ - открытое, ограниченное множество.\\

\DEF Некоторое свойство выполнено \textit{почти всюду} (п.в.) в $Q$, если оно выполнено
во всех точках $x \in Q$, возможно, за исключением точек, образующих меру
нуль.\\

\DEF Функция $f(x)$ заданная в области $Q$ называется \textit{измеримой}, если
она является пределом почти всюду в $Q$ сходящейся последовательности функций из
класса $C(\overline Q)$.
$$
f(x) = \lim_{n \to \infty} f_n(x), ~~ f_n(x) \in C(\overline Q)
$$

\DEF Измеримое множество -- то множество, для которого характеристическая
функция измерима.

\DEF Характеристической функцией множества $E$ называется функция
$$
  \X_E(x) =
  \begin{dcases*}
    1, & $x \in E$ \\
    0, & $x \not\in E$
  \end{dcases*}
$$

\DEF Две функции $f$ и $g$ заданные в области $Q$ называются эквивалентными,
если они почти всюду совпадают. Обозначается $f \sim g$.\\

\DEF Будем говорить, что $f(x)$ определенная на $Q$ принадлежит классу
$L^+(Q)$, если существует неубывающая последовательность непрерывных функций
$\{f_n(x)\}$ с компактными носителями принадлежащими $Q$ такая, что
последовательность интегралов Римана является ограниченной.
\begin{gather*}
f(x) \in L^+(Q) ~~\text{если}~~ \exists \{f_n(x)\} ~:~
f_{n} \le f_{n+1},\ \ f_n \in C(\overline Q),\ \ \overline{\supp f_n(x)} \in Q\\
%
\int_Q f_n(x) dx < +\infty ~~~~~
\int_Q f(x) dx = \lim_{n \to \infty} \int_Q f_n(x) dx =
\sup_{n} \int_Q f_n(x) dx
\end{gather*}


\textbf{Замечание.} Функции $f_n$ называются \textit{финитными}.\\
\textbf{Замечание.} Монотонность последовательности существенна.\\

\DEF Функция называется $f(x)$ интегрируемой по Лебегу в области $Q$, если ее можно
представить в виде разности двух функций $f_1(x),\ f_2(x) \in L^+(Q)$, то есть
$f(x) = f_1(x) - f_2(x)$.
Интегралом Лебега назовем их разность интегралов этих функций:
$$
\int_Q f(x) dx = \int_Q f_1(x) dx - \int_Q f_2(x) dx
$$

\DEF Пространство $L_p(Q),\ p \ge 1$ -- пространство измеримых на $Q$ функций, для которых
существует интеграл $\int_Q \abs{f(x)}^p dx$.

\DEF Норма для $f \in L_p(Q)$ вводится по формуле:
$$
\mea{f}_{L_p(Q)} = \left( \int_Q \abs{f(x)}^p dx \right)^{1/p}
$$

\textbf{Замечание.} Первые две аксиомы нормы очевидны, а для доказательства
третьей (неравенство треугольника) нужно рассмотреть неравенство Юнга, с помощью
которого выводиться неравенство Гельдера откуда следует неравенство Минковского,
доказывающее третью аксиому.\\

\DEF Функция $v(x) \in L_1(Q)$ называется \textit{обобщенной производной}
порядка $\alpha = (\alpha_1, \ldots, \alpha_n)$ -- мультииндекс -- для функции
$f(x) \in L_1(Q)$, если $\forall \phi(x) \in D(Q)$ выполняется тождество:
$$
\int_Q v(x) \phi(x) dx =
(-1)^{\abs{\alpha}} \int_Q f(x) D^\alpha \phi(x) dx
$$
Обозначается: $v(x) = D^\alpha f(x)$.

\textbf{Замечание.} Классическая производная удовлетворяет этому определению.\\
\textbf{Замечание.} Обобщенная производная может существовать одновременно с
отсутствием классической производной. Пример 1: $f(x) = \abs x$ имеет обобщенную,
но не классическую производную. Пример~2: $f(x) = \sgn x$ не имеет и обобщенную
производную.\\

$$
Q = (-1, 1)~~~~
\int_{-1}^1 \frac{\d \phi}{\d x} \sgn x dx =
\int_{0}^1 \phi' dx - \int_{-1}^0 \phi' dx =
-2\phi(0) = -\int_{-1}^{1} v \phi dx
$$
Если взять за $\phi = \text{exp}(-\frac{\eps^2}{\eps^2 - \abs{x}^2})$ если
$\abs x \le \eps$, иначе 0, $\eps \in (0, 1)$, то $\phi \to 0$. Тогда в записи
выше последний интеграл будет стремиться к нулю, а $-2\phi(0) > 0$. Противоречие
доказывает отсутствие обобщенной производной у $f(x) = \sgn x$.\\

\textbf{Задача для себя.} Доказать, что функция
$f(x_1, x_2) = \sgn x_1 + \sgn x_2$ не имеет первых частных производных, но
имеет вторую частную производную по $x_1, x_2$ на множестве
$Q = [-1;1] \times [-1;1]$.\\

Пусть $\Omega$ открытое, ограниченное множество с непрерывной по Липшицу
границей. Это значит, что у каждой точки существует окрестность в $n$-мерном
пространстве (т.е. шар), в котором можно какую-либо координату $x_i$ представить в
виде функции $\phi(x_1, \ldots, x_{i-1}, x_{i+1}, \ldots, x_n)$ от всех других
координат, где функция $\phi$ - непрерывна. Если функция из класса $C^m (\phi)$,
то говорят, что граница принадлежит $\phi$ (??).\\

Будем считать, что на рассматриваемых множествах граница достаточно хорошая, что
на них можно применить формулу Остроградского.\\

Пусть $m \in \Zp,\ p > 1$.\\

\DEF Пространство $W^m_p(\Omega)$ -- обобщение пространства $L_p(\Omega)$ с
обобщенными производными.
$$
W^m_p(\Omega) = \left\{ u(x) \in L_p(\Omega) ~|~
  \exists D^\alpha u \in L_p(\Omega),\ \abs \alpha \le m
\right\}
$$

\DEF Норма на $W^m_p(\Omega)$ вводится как
$$
\mea{u}_{W^m_p(\Omega)} = \left(
  \sum_{\abs \alpha \le m} \mea{D^\alpha u}_{L_p(\Omega)}^p
\right)^{1/p} = \left(
  \sum_{s = 0}^{m} \abs{u}^p_{W^s_r(\Omega)}
\right)^{1/p}
$$
Последнее равенство вводит норму через полунорму, которая вводится как:
$$
\abs{u}_{W^m_p(\Omega)} = \left(
  \sum_{\abs \alpha = m} \mea{D^\alpha u}_{L_p(\Omega)}^p
\right)^{1/p}
$$

\THM{1} Пространство $W_p^m(\Omega)$ является полным (банаховым).

\DEF Множество $W_p^m(\Omega)$ можно получить замыканием пространства
$C^m(\overline \Omega)$ по норме $\mea{\cdot}_{W_p^m(\Omega)}$. То есть
рассмотреть все фундаментальные последовательности из класса
$C^m(\overline\Omega)$ в этой норме, и их предел рассматривать как элемент,
принадлежащий пространству $W_p^m(\Omega)$.\\

\DEF $\ring{W}^m_p(\Omega)$ -- получается замыкание пространства $D(\Omega)$ по
норме $W^m_p(\Omega)$.\\

\textbf{Замечание.} В таких пространствах полунорма обычно эквивалентна норме,
за счет того, что ноль на границе остается нулем на границе.\\

\DEF При $p=2$ норму можно породить скалярным произведением. Такое пространство
называется \textit{Гильбертовым}.\\

\STM Для того, чтобы пространство было Гильбертовым, необходимо и достаточно,
чтобы для нормы выполнялось равенство параллелограмма
$$
\mea{x+y}^2 + \mea{x-y}^2 = 2(\mea{x}^2 + \mea{y}^2)
$$


Рассмотрим два линейных нормированных пространства $X$ и $Y$, и оператор
$A\ :\ X \to Y$.\\

\DEF Оператор $A$ называется линейным, если он однородный --
$A(\alpha x) = \alpha A(x)$ -- и аддитивный -- $A(x + y) = A(x) + A(y)$.\\

\DEF Оператор непрерывен, если из сходимости последовательности точек
$\{x_n\}$ следует сходимость последовательности точек $\{A(x_n)\}$.\\

\THM{} Если оператор непрерывен хотя бы в одной точке, то он непрерывен и во
всем пространстве.\\

\DEF Оператор является ограниченным, если $\exists M = const$, такая, что
$\forall x \in X ~:~ \mea{A(x)} \le M\mea{x}$. Константа $M$ называется
\textit{нормой оператора}.\\

\STM Чтобы оператор был непрерывным, необходимо и достаточно, чтобы он был
ограниченным.

\DEF Норму оператора $A$ можно ввести и как:
$$
\mea A = \sup_{x \not= 0} \frac{\mea{Ax}}{\mea x}
$$

\DEF \textit{Линейным функционалом} называется оператор $f(x)~:~X\to\R$
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\section{Лемма Брэмбла-Гильберта}
\LEM{Брэмбла-Гильберта}
Пусть
\begin{itemize}[label={}]
  \item $\Omega \subset E^n$ -- открытое, выпуклое, ограниченное.
  \item $d = \sup\limits_{x, y \in \Omega} \mea{x - y}$.
  \item $L(u)$ -- линейный функционал, ограничен в $W_2^m(\Omega)$, где $m$
    может быть нецелым, то есть $0 < m = \overline m + \lambda$,
    $\overline m \in \Zp,\ \lambda \in (0; 1]$. То есть для $L(u)$:
    %
    $$
    \abs{L(u)} \le M \left( \sum_{j=0}^{\overline m}
      d^2 j \abs{u}^2_{W_2^j(\Omega)} + d^{2m} \abs{u}^2_{W_2^m(\Omega)}
    \right)^{1/2}
    $$
    %
    Здесь
    $L(u)$ обращается в 0 на многочленах степени $\overline m$ по переменным
    $x_1, \ldots, x_n$
\end{itemize}
Тогда $\exists \overline M$ не зависящая от $u(x)$, такая, что
$\abs{L(u)} \le M \overline M d^{m} \abs{u}_{W_2^m(\Omega)}$

\section{Применение леммы Брэмбла-Гильберта к квадратурной формуле трапеций}
\DEF Данные формулы применяются для оценки скорости сходимости квадратурной формулы. \\
Рассмотрим вначале вспомогательный функционал:
$$
    L(u) = \int_0^h u(x)dx - \frac{h}{2} \left[ u(0) + u(h) \right], \ u \in W_2^2(0, h)
$$
который представляет собой разность между интегралом и площадью трапеции. Оценим этот функционал. Заметим, что
$W_2^2(0, h) \subset C \left[ 0, h \right]$. Проведем замену(нормировку): $t = \frac{x}{h}$, тогда $\tilde u(t) = u(t, h)$. Тогда:
$$
    L(u) = L(\tilde u(t)) = \frac{h}{2}\left[2\int_0^1\tilde u(t)dt -\tilde u(0)-\tilde u(1)\right]
$$
и, т.к.
$$
    \max\limits_{0 \le t \le 1} \abs{\tilde u(t)} \le
    \sqrt{2} \left(
        \int_0^1 \left[ \tilde u(t) + \left( \tilde u'(t) \right)^{2} \right]
    \right)^{\frac{1}{2}} \le
    \sqrt{2} \mea{\tilde u}_{W_2^1(0,1)} \le
    \sqrt{2} \mea{\tilde u}_{W_2^2(0,1)},
$$
то
$$
    \abs{L(\tilde u)} \le \frac{5}{2}h \mea{\tilde u}_{W_2^2(0,1)}
$$
Т.к. $L(\tilde u)$ обращается в 0 на многочленах первой степени и оценивается через норму $W_2^2$, то можно применить лемму Брэмбла-Гильберта для его оценки:
$$
    \abs{L(\tilde u)} \le M h \abs{\tilde u}_{W_2^2(0,1)}
    \Rightarrow
    \abs{L(\tilde u)} \le M h^{\frac{5}{2}} \abs{\tilde u}_{W_2^2(0,h)}
$$

Теперь перейдем непосредственно к квадратурной формуле трапеций. Рассмотрим разностную схему:
$$
    L(f) = \int_0^1 f(x)dx - \frac{h}{2} \sum_{i=1}^{N} \left[ f(x_{i-1}) + f(x_{i}) \right], \ x_i = ih, \  h = \frac{1}{N}
$$
Используя аддитивность интеграла Лебега, $L(f)$ можно представить в виде:
$$
    L(f) =  \sum_{i=1}^{N} \left\{ \int_{x_{i-1}}^{x_i} f(x)dx - \frac{h}{2} \left[ f(x_{i-1}) + f(x_{i}) \right] \right\}
$$
Для каждого слагаемого в скобках применим оценку, полученную для $L(u)$:
$$
    \abs { \int_{x_{i-1}}^{x_i} f(x)dx - \frac{h}{2} \left[ f(x_{i-1}) + f(x_{i}) \right] } \le
    Mh^{\frac{5}{2}} \abs{f}_{W_2^2(x_{i-1}, x_i)}
$$
Тогда, применяя неравенство Коши-Буняковского, получаем:
$$
    \abs{L(f)} \le Mh^{\frac{5}{2}} \sum_{i=1}^{N} \abs{f}_{W_2^2(x_{i-1}, x_i)} \le \{ \text{К-Б} \} \le
    Mh^{\frac{5}{2}} \left( \sum_{i=1}^{N} \abs{f}_{W_2^2(x_{i-1}, x_i)} \right)^{\frac{1}{2}} \sqrt{N} =
    Mh^{2} \abs{f}_{W_2^2(0, 1)}
$$
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\section{Разностные схемы для дифференциальных уравнений с обобщенными решениями}

Пусть $\Omega \in \mathbb{E} ^ n$ - открытое ограниченное множество,
$\Gamma = \d \Omega$ - его граница. Рассмотрим дифференциальный оператор
второго порядка
$$
  Lu(x) = - \sum_{i, j = 1}^{n}
    \frac{\d}{\d x_i} (a_{ij}(x)
    \frac{\d u(x)}{\d x_j}) +
  q(x)u(x) = -f(x), ~~~
  x = (x_1, \ldots, x_n) \in \Omega
$$
%
Матрица $A$ симметрична:
$a_{ij}(x) = a_{ji}(x) \in C^1(\overline{\Omega})$,
$\overline{\Omega} = \Omega \cup \Gamma$,
$q(x), f(x) \in C(\overline{\Omega})$, а сам оператор
равномерно-эллиптический (???), то есть
$$
  \forall \xi = (\xi_1, \ldots, \xi_n) \Rightarrow
  \sum_{i,j = 1}^{n}a_{ij}(x) \xi_i \xi_j \ge
  \gamma \sum_{i=1}^{n} \xi_i^2, ~~ \gamma = const > 0
$$
Частный случай равномерной эллиптичности - оператор Лапласа.\\

\DEF Функция u(x) называется
\textit{классическим решением первой краевой задачи (задачи Дирихле)}, если
\begin{enumerate}
    \item $u(x) \in C^2(\Omega) \cap C(\overline{\Omega})$
    \item $Lu = f, \; x \in \Omega$
    \item $u(x) = \mu (x), \; x \in \Gamma$
\end{enumerate}

\THM{Шаудера} Пусть $m \geq 2$, $a_{ij}(x), q(x) \in C^{m-1, \alpha}(\overline{\Omega})$,
$q(x) \geq 0$ (может быть ослаблено), $\Gamma \in C^{m,\alpha}$
(для каждой точки границы существует локальная система координат, существует
окрестность $\mathbb{E} ^ m$, точки которой могут быть описаны следующим образом:
какая-то координата - функция из класса $C^{m,\alpha}$ от остальных координат),
$f(x) \in C^{m-2, \alpha}(\overline{\Omega})$, $\mu \in C^{m, \alpha}(\Gamma)$.
Тогда задача Дирихле имеет единственное решение
$u(x) \in C^{m, \alpha}(\overline{\Omega})$.\\

В курсе УМФ теорема доказывается для оператора Лапласа, используя
потенциал двойного слоя, и принцип максимума для доказательства единственности.

\section{Обобщенные решения}

Недостаток обобщенного решения - оно не позволяет получить локальные
характеристики решения.\\

Рассмотрим равномерно эллиптическое уравнение $Lu = f$. Пусть $u$ - его решение.
Домножим уравнение на $v(x) \in C^1(\overline{\Omega}), \; v(x)|_\Gamma = 0$.
Используя формулу Остроградского, проинтегрируем по частям. Граничные интегралы
обратятся в ноль. Получим следующее равенство:
$$
  \int_\Omega \left(
    \sum_{i, j = 1}^{n} a_{ij} \frac{\d u}{\d x_i} \frac{\d v}{\d x_j} + quv
  \right) dx =
  \int_\Omega fv \, dx
  \eqno (*)
$$
Если u(x) дважды дифференцируема в $\Omega$, то от $f$ требуем лишь
непрерывность в $\Omega$.\\

Если $f \in L_2(\Omega)$, $u(x) \in W_2^1(\Omega)$,
$v(x) \in \overset{\circ}{W_2^1}(\Omega)$, $a_{ij}, q(x) \in L_\infty$,
можно ввести класс $L_\infty (\Omega)$.\\

\DEF Пусть $f(x)$ - измерима на $\Omega$. Существенный максимум
$M = \underset{\Omega}{vraimax} |f(x)|$, если
\begin{enumerate}
  \item
    $\exists A_0 \subset \Omega: |A_0| = 0; \; |f(x)| \leq M, \; x \in \Omega \setminus A_0$
  \item
    $\forall \eps > 0 \Rightarrow \exists A_\eps \subset \Omega : |A_\eps| > 0$;
    ~~$|f(x)| > M - \eps, \; x \in A_\eps$
\end{enumerate}

Из (*) возникают два варианта определения обобщенного решения.
Первый - при $u \in W_2^2(\Omega)$ - ???.\\

Имеем дело с тождеством. Известные величины - коэффициенты, правая часть и
граничная функция $\mu(x)$. $a_{ij}(x), q(x) \in L_{\infty}$.
$\mu(x)$ может быть продолжена на $\Omega$ с границей $\Gamma$ так,
чтобы $\mu(x) \in W_2^1(\Omega)$.\\

\DEF \textit{Обобщенным $W_2^1$-решением задачи Дирихле}
$Lu = f,  u\big|_\Gamma = \mu$ назовем функцию $u(x) \in W_2^1(\Omega)$,
$u(x) - \mu(x) \in \overset{\circ}{W_2^1}(\Omega)$,
$\forall {v} \in \overset{\circ}{W_2^1}(\Omega)$ выполняется тождество (*).\\

\THM{1} $a_{ij}(x), q(x)$ - ограниченны и измеримы в $\Omega$, для почти всех
$x$ $a_{ij}(x) = a_{ji}(x)$, $q(x) \geq 0$, $f \in L_2(\Omega)$, $\mu(x)$ может
быть продолжена на $\Omega$, т.ч. $\mu(x) \in W_2^1(\Omega)$, то существует
единственное обобщенное $W_2^1$-решение задачи Дирихле.\\
Доказана в книге авторов Самарский Лазаров (???) Макаров.\\

\THM{вложения} Пусть по-прежнему $\Omega$ - это ограниченная область с границей
$\Gamma$ в пространстве $\mathbb{E}_n$. Пусть
$\Gamma \in C^m$, $m \in \mathbb{R}$, $m \geq 0$. Если $u(x) \in W^m_p(\Omega)$,
$p \geq 1$, $m \geq 0$, то след $v = u \big |_\Omega$ принадлежит классу
$W^{m-\frac{1}{p}}_p(\Gamma)$, т.е. функция v будет фундаментальной последовательностью,
и полнота пространства обеспечит сходимость функции v к некоторой функции
из класса $W^{m-\frac{1}{p}}_p(\Gamma)$. Имеет место оценка
$$
\mea{v}_{W^{m-\frac{1}{p}}_p(\Gamma)} \leq K_1 \cdot {||u||}_{W^m_p}
$$
В обратную сторону теорема также верна.\\

Рассмотрим одномерный случай: $v \in W^1_2$, тогда на границе
$v \in W^{\frac{1}{2}}_2$. Вообще говоря, теоремы вложений не являются точными,
их можно усилить. Тем не менее, отсюда вытекают следующие утверждения,
которые важны для нас в определении обобщенного решения:
\begin{enumerate}
  \item
    $W_2^2(\Omega) \subset W_2^{\frac{3}{2}}(\Gamma) \subset W_2^1(\Gamma) \subset L_2$
  \item
    $W_2^{1+\eps}(\Omega) \subset C(\overline{\Omega}), ~~ \eps > 0$,
    если случай одномерный, то $W_2^1(\Omega)$ вкладывается в класс непрерывных
    функций на сегменте, но в общем случае это не так
  \item
    $W_2^1(\Omega) \subset L_p(\Omega), ~~ p \geq 1, ~~ p \leq +\infty$
\end{enumerate}

Обобщенные функции определяются на примере пространства $W_2^m$ и
используют понятие линейного функционала.\\

В разностных схемах классическая производная меняется на разностную производную.

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
\chapter{Лекция 6}

\section{Теорема Банаха-Штейнгауза на примере задачи интерполяции}%
Пусть на отрезке $[0,1]$ задана матрица $T:$
%
$$
\begin{array}{cccc}
  t_1^{(1)} & ~ & ~ & ~ \\
  t_1^{(2)}, & t_2^{(2)} & ~ & ~ \\
  t_1^{(3)}, & t_2^{(3)}, & t_3^{(3)} & ~ \\
  \ldots \\
  t_1^{(n)}, & t_2^{(n)}, & \ldots, & t_n^{(n)} \\
\end{array}
$$

Интерполяционный многочлен Лагранжа:
\begin{gather*}
  L_n = \sum_{k = 1}^{n} x(t_k^{(n)})l_k^{(n)}(t) \\
  x(t) \in C[0,1] \\
  l_k^{(n)}(t) = \frac{\omega_n(t)}{\omega_n'(t_k^{(n)})(t - t_k^{(n)})} \\
  \omega_n(t) = \prod_{k = 1}^n(t - t_k^{(n)})
\end{gather*}

Пусть есть некоторая функция X. Действительно:
$$
  L_n(t_k^{(n)} = X(t_k^{(n)}
$$

\THM{1}
$$
  \forall T ~~ \exists x(t) \in C[0,1] ~:~ L_n(t) \not\rightrightarrows x(t),~~
  n \rightarrow +\infty
$$
%
\textbf{Доказательство:}\\
$$
 \lambda_n(t) = \sum_{k=1}^{n}|l_k^{(n)}(t)|, ~~~ ||L_n|| = \lambda_n
$$
Неравенство Бернштейна: $\lambda_n > \frac{\ln{n}}{8 \; \sqrt{\pi}}$\\
Если бы $L_n(t) \rightrightarrows x(t)$, то по теореме Банаха-Штейнгауза
$||L_n|| \leq c $ ~~\qed \\

Отсюда если мы не можем разобраться с интерполяцией как надо, то с экстраполяцией тем более.

\section{Разностные задачи}
Разностные схемы строятся по принципу аппроксимации. Начнем с оценки
соответствующих аппроксимаций производными. \\

Итак, рассматриваем область $\Omega = \{ x \in E^2: |x_i| < h_i, \; h_i > 0, \;i=1,2\}$.
Рассмотрим вопрос об аппроксимации производной:
\begin{gather*}
  \frac{\d u(0,0)}{\d x_1} \sim \frac{u(h_1, 0) - u(-h_1,0)}{2h_1} \\
  %
  u(x_1, x_2) \in W_2^3(\Omega) \\
  %
  W_2^3(\Omega) \subset C^1(\overline{\Omega}) \\
  %
  l(u) = \frac{u(h_1,0) - u(-h_1, 0)}{2h_1} - \frac{\d u(0,0)}{\d x_1}, \\
  %
  \text{Замена}~~ \; t_i = x_i / h_i,\; i=1,2\\
  %
  \widetilde{u}(t_1, t_2) = u(h_1 t_1, h_2 t_2)\\
  %
  l(u) = l(\widetilde{u}) =
    \frac{1}{2h_1}[\widetilde{u}(1,0) -
    \widetilde{u}(-1,0) -
    2 \frac{\d \widetilde{u}}{\d t_1}(0,0)] \\
  %
  |l(\widetilde{u})| \leq \frac{M}{h_1}
    ||\widetilde{u}||_{W_2^3(\widetilde{\Omega})}, ~~
    M = const, ~~
    \widetilde{\Omega} = \{ t \in E^2 : |t_i| < 1, \; i=1,2\} \\
  %
\end{gather*}
%
Раз этот функционал обращается на многочленах второй степени, оценка
через $W_2^3$, то по лемме Брэма-Гильберта у нас есть оценка уже не с
нормой, а с полунормой вида:
\begin{gather*}
    |l(u)| = |l(\widetilde{u})| \le
      \frac{M}{h_1} |\widetilde{u}|_{W_2^3(\widetilde{\Omega})} \le
      \frac{M}{h_1} |h|^3(h_1 h_2)^{-\frac{1}{2}}
      |u|_{W_2^3(\widetilde{\Omega})} \\
    %
    |h|^2 = h_1^2 + h_2^2 \\
    \frac{h_2}{h_1} \leq c,~~
      c=const ~:~ |l(u)| \le
      M |h^2|(h_1 h_2)^{-\frac{1}{2}} |u|_{W_2^3(\widetilde{\Omega})} \\
    %
    u \in C^3(\Omega) ~:~ |u|_{W_2^3(\widetilde{\Omega})} \le
      (4h_1, h_2)^{\frac{1}{2}}||u||_{C^3(\Omega)} \\
    %
    |l(u)| \leq M_2 |h|^2 ||u||_{C^3(\Omega}
\end{gather*}

\section{Обобщенные функции}
Если у нас функция $f(x) \in L_1(\Omega)$, где $\Omega$ это опять какое-то
ограниченное открытое множество в пространстве $R^n$, то ее можно связать
с неким линейным функционалом, определенным на пространстве основных функций, то
есть%
\begin{gather*}
  \forall f(x) \in L_1 (\Omega)
    ~~\text{интеграл}~~
    \int_\Omega f(x)\phi(x)dx , где \phi(x) \in D(\Omega) \\
  %
  \int_\Omega f(x)[\lambda \phi (x) + \mu \psi (x)]dx =
    \lambda \int_\Omega f(x)\phi(x)dx +
    \mu \int_\Omega f(x)\psi(x)dx \\
  %
  \int_\Omega f(x)\phi(x)dx \rightarrow 0 ~~\text{если}~~
    \phi_n (x) \rightarrow 0 ~~\text{в}~~
    O(\Omega) ~~\text{при}~~ n \rightarrow \infty
\end{gather*}

\DEF Будем называть \textit{обобщенной функцией} любой линейный непрерывный
функционал на пространстве основных функций. Он обычно обозначается
$\langle f, \phi \rangle$\\

\DEF \textit{Дельта функция} - значение в нуле $\phi$:
$\langle \beta, \phi \rangle = \phi(0)$\\

Множество обобщенных функций будем обозначать будем обозначать $D'(\Omega)$

\DEF \textit{Производная} $D^\alpha$ от $f \in D'(\Omega)$ определяется по формуле:
$$
  \langle D^\alpha, \phi \rangle =
  (-1)^{|\alpha|} \langle f,D^\alpha\phi \rangle
  ~~~~
  \forall \phi \in D(\Omega)
$$
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Рассмотрим область:\\
\begin{math}
  \Omega = \{(x_1, x_2) = x, 0 < x_i < 1, i = 1, 2\}
\end{math},
\begin{math}
  \Gamma - \partial D
\end{math}
(граница области).\\
%
Рассмотрим задачу Дирихле для уравнения Пуассона:\\
$$
  \Delta u \equiv \frac{\partial^{2} u}{\partial x_{1}^{2}} +
    \frac{\partial^{2} u}{ \partial x_{2}^{2}} =
    -f(x),
    ~~~~
  x\in \Omega,\ u(x) = 0,\ x \in \Gamma
$$
Пусть $f(x) \in L_{2}(\Omega) \Rightarrow \exists$ единственное решение
$u(x) \in W_{2}^{2}(\Omega)$ для которого:
%
$$||u_x||_{W_{2}^{2}(\Omega)} \leq C||f||_{L_{2}(\Omega)}$$

Построим в области $\Omega$ сетку
$
  \overline{\omega} = \{
    (x_1, x_2) : x_i = x_{ij_{i}} = j_{i} h_{i},
  ~~
  j_{i}=0,1,\ldots,N_i,
  ~~
  R_i = \frac{1}{N_{i}},
  ~~
  i = 1, 2
  \}
$,
где $N_i$ - натуральное число, $i = 1, 2$.

Предположим, что $\exists c_1, c_2 > 0$:
$$ c_1 \leq \frac{h_2}{h_1} \leq c_2,\ \ |h|^{2} = h_{1}^{2} + h_{2}^{2}, $$

Пусть
$$
  \eta(\xi, x) = \begin{cases}
    (h_{1} h_{2})^{-1}
    & \text{ $|x_i - \xi_i| < \frac{h_i}{2},\ \ i = 1, 2 $} \\
    %
    0
    & \text{в остальных точках $x \in \omega,\ \xi \in R^2$}
  \end{cases}
$$
%
Рассмотрим следующее соотношение:
$$
  \iint\limits_{\Omega} \Delta u(\xi) \eta (\xi, x) d\xi =
  -\iint\limits_{\Omega} f(\xi) \eta (\xi, x) d \xi
$$
%
$$
  \sum\limits_{\alpha = 1}^{2} \frac{1}{h_{\alpha}}
    S_{3 - \alpha} \Bigr(
      \frac{\partial_{\eta}^{(+0,5_{\alpha})}}{\partial x_{\alpha}}(x) -
      \frac{\partial_{u}^{(-0,5_{\alpha})}}{\partial x_{\alpha}}(x)
    \Bigl) =
    -S_1 S_2 f(x),
    ~~
    x \in \omega
$$
%
$$S_1 w(x) = \int\limits_{x_1 - \frac{h_1}{2}}^{x_1 + \frac{h_1}{2}} w(\xi, x_2) d\xi$$
$$S_2 w(x) = \int\limits_{x_2 - \frac{h_2}{2}}^{x_2 + \frac{h_2}{2}} u(x_1, \xi) d\xi$$
$$
  y^{(+0,5_{\alpha})}(x) = y(
      x1, \ldots, x_{\alpha - 1},
      x_{\alpha} + \frac{h_{\alpha}}{2},
      x_{\alpha + 1},
      \ldots, x_n
  )
$$
%
$$
  y^{(-0,5_{\alpha})}(x) = y(
    x1, \ldots, x_{\alpha - 1},
    x_{\alpha} - \frac{h_{\alpha}}{2},
    x_{\alpha + 1},
    \ldots, x_n)
$$

\newpage
$$
  y_{\overline{x_i}} = [
    y(x_1, \ldots , x_{i - 1}, x_i, x_{i + 1}, \ldots , x_n) -
    y(x_1, \ldots, x_{i - 1}, x_{i - 1} - h_i, x_{i + 1}, \ldots, x_n)
  ] / h_i
$$
%
$$
  y_{x_i} = [
    y(x_1, \ldots , x_{i - 1}, x_i + h_i, x_{i + 1}, \ldots , x_n) -
    y(x_1, \ldots, x_{i - 1}, x_{i}, x_{i + 1}, \ldots, x_n)
  ] / h_i
$$

Для разностного суммирования используется следующее обозначение:
$$(y, v) = \sum\limits_{x \in \omega} y(x) v(x) h_1 \ldots h_n$$

$$
  S_2 \frac{\partial{u}^{(+0,5_{1})}}{\partial x_{1 }}(x) =
  \frac{1}{h_2} \int\limits_{x_2 - \frac{h_2}{2}}^{x_2 + \frac{h_2}{2}}
    \frac{\partial u}{\partial x_{1}} \Bigl(
      x_1+\frac{h_1}{2}, \xi
    \Bigr)
    \xi \cong \frac{u(x_1 + h_1, x_2) - u(x_1, x_2)}{h_1}
$$
%
($\cong$ --- это знак ассоциации)

$$
  \Delta y = y_{\bar{x}_1x_1} + y_{\bar{x}_2x_2} =
  -\varphi (x) = -S_1S_2f(x),\ \ x \in \omega,\ \ y(x) = 0
$$

(Вообще тут и ниже какой-то треугольник с ножками должен быть --- разностный
оператор Лапласа, но я использую обычный треугольник)

Погрешность $z = y-u$
$$\Delta z = -\psi(x),\ \ x \in \omega,\ \ z(x) = 0,\ \ x \in \gamma,$$
где $\psi(x) = \varphi(x) + \Delta u(x)$.

$$
  \psi(x) = \sum\limits_{i = 1}^{2}\Big[
    u_{\overline{x}_ix_i} - \Bigl(
      S_{3-i} \frac{\partial{u}^{(+0,5_{i})}}{\partial x_{i}}(x)
    \Bigr)_{x_i}
  \Big] =
  \sum\limits_{i = 1}^{2} \eta_ix_i,
$$

где
$$
  \eta_ix_i = u_{\overline{x}_i} -
    S_{3-i} \frac{\partial{u}^{(+0,5_{i})}}{\partial x_{i}}(x),
    ~~
    x \in w, ~~ i = 1,2
$$

$$
  \sum\limits_{i = 1}^{2} \Bigl(z_{\overline{x}_ix_i}, z\Bigr) =
  -\sum\limits_{i = 1}^{2} \Bigl(\eta_{ix_i}, z \Bigr)
$$

$$
  \Bigl(z_{\overline{y}_ix_i}, z\Bigr) =
  -(z_{\overline{x}_i}, z_{\overline{x}_i}]_i =
  -\|z_{\overline{x}_i}\rceil|_i^2
$$
%
$$
  (\omega, z]_1 = \sum\limits_{i_1 = 1}^{N_1}
    \sum\limits_{i_2 = 1}^{N_2-1}
    \omega(i_1h_1, i_2h_2) \, z(i_1h_1,i_2h_2)h_1h_2
$$
%
$$
  (\omega, z]_2 = \sum\limits_{i_1 = 1}^{N_1-1}
    \sum\limits_{i_2 = 1}^{N_2}
    \omega(i_1h_1, i_2h_2) \, z(i_1h_1,i_2h_2)h_1h_2
$$
%
$$
  -(\eta_{ix_i}, z) = (n_iz_{\overline{x}_i}\rceil_i
$$

$$
  \sum_{i = 1}^2||z_{\bar{x}_i} \rceil |^2 =
  ||\nabla z||^2_{L_2(\omega)} \le
  \sum_{i = 1}^2 ||\eta_i \rceil|_i ||z_{\bar{x}_i}\rceil |_i
$$
%
Из чего следует,
%
$$
  ||\nabla z||^2_{L_2(\omega)} \leq \sum_{i = 1}^2 || \eta_i \rceil |_i
$$

Вернемся к вопросам, связанными с линейными функционалами.

\section{Пространство Соболева с отрицательным индексом}

Рассмотрим линейные ограниченные функционалы на пространстве
$\mathring{W}_2^m(\omega)$ и обозначим это множество
$W_2^{-m}(\omega)$. Так как пространство основных функций
$D(\omega)$ вкладывается в $\mathring{W}_2^m(\omega)$, то любой
элемент из $W_2^{-m}(\omega)$ можно ассоциировать с
$D'(\omega)$ - пространством функционалов ВООБЩЕ. То есть
$W_2^{-m}(\omega) \subset D'(\omega)$. Таким образом, элемент пространства
с отрицательным индексом есть обобщенная функция.


\subsection{Норма}

Так как линейный функционал непрерывный, то можно доказать оценку через полунорму:
$$
  |\langle f, u \rangle | \le
  M |u|_{W_2^m(\omega)}
  ~~~
  \forall u \in \mathring{W}_2^m(\omega),
$$
%
$$
  ||f||_{-m, v} =
  \sup_{||v||_{w,v} = 1} |\langle f,v \rangle| =
  \sup_{v \neq 0} \frac{|\langle f,v \rangle|}{||v||_{m,v}}
$$
P.S. $||v||_{w,v} \equiv ||u||_{W_2^m(\omega)}$
\\

\STM Любой элемент из пространства с отрицательным индексом можно
представить неединственным образом:
$$
  \forall f \in W_2^{(-m)} ~ ~ f =
    \sum_{|\alpha| \leq m}D^{\alpha}f_{\alpha},
  ~~
  f_{\alpha} \in L_2(\omega)
$$.

Из чего можно доказать оценку:

$$||f||_{-m, v} \leq \sum_{|\alpha| \leq m} ||f_{\alpha}||_{m, v}$$

Пример

$$Lu \equiv - u'' = f(x), ~~ \omega = (-1, 1), ~~ u(-1) = u(1) = 0$$
$$
  f(x) = \delta(x)
  ~~
  \delta(x) = \theta ' (x)
  ~~
  \theta(x) = \begin{cases}
     0, ~ x < 0\\
     1, ~ x > 0
  \end{cases}
$$
$$\theta(x) \in L_2(\omega), ~~ \delta(x) \in W_2^{(-1)}(\omega)$$
Ставится задача с обобщенным решением:
$$
  \int_{-1}^1 u'(x)v'(x) dx =
  -\int_0^1 v'(x)dx =
  v(0), ~~ \forall v(x) \in \mathring{W}_2^1(\omega)
$$
Обобщенное решение:
$$
u(x) = \begin{cases}
    0.5(1 + x), ~~~ -1 \leq x \leq 0 \\
    0.5(1 - x), ~~~ 0 < x \leq 1
  \end{cases}
$$

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
\chapter{Лекция 8.}

\section{Классическая задача для параболы гиперболического уравнения с волновым оператором}
В классическом плане эта задача понимается следующим образом:

Если есть область, ограниченная верхней полуплоскостью какой-то кривой
гамма, то уравнение Трикоми это есть
\begin{gather}
  yu_{xx} + u_{yy} = f(x, y)
\end{gather}
При $y > 0$ уравнение имеет критический тип. При $y < 0$ имеет гиперболический тип.

\begin{center}
  \includegraphics{contour}
\end{center}

$AC$ и $BC$ - характеристики

Задача - найти
$u(x, y) \in C(\overline{D}) \cap C^1(D) \cap C^2(D^+ \cup D^-)$,
удовлетворяющая следующим условиям:
\begin{gather}
  u \big|_{\Gamma} = \phi \\
  u \big|_{AC} = \psi
\end{gather}

Итого,
\begin{center}
  \includegraphics{solution}
\end{center}

\begin{gather}
  D = D^+ \cup D^- \cup AB
\end{gather}
тогда,
\begin{gather}
  \begin{cases}
    u_{x} - u_{yy} = g(x, y)  & \text{в верхней границе}, y > 0 \\
    u_{xx} - u_{yy} = g(x, y) & \text{в нижней границе}, y > 0  \\
  \end{cases} \\
  u(x, y) \bigg|_{CA} = \psi(y) \\
  u(x, y) \bigg|_{AM} = f(y) \\
  u(x, y) \bigg|_{MN} = \phi(x)
\end{gather}
Таким образом, граничное условие задается не на всей области, а на $g \in C(D^+ \cup D^-)$
\begin{gather}
  \begin{cases}
    \phi(y) \subset C \left [ -\frac{1}{2}, 0 \right ] \\
    f(y) \subset C \left [ 0, 1 \right ]              \\
    \phi(x) \subset C \left [ 0, 1 \right ]           \\
    \text{ + условие согласования}                    \\
    \phi(a) = f(a), \; f(1) < \phi(a)
  \end{cases} \\
  u(x, y) \in C(\overline{D}) \cap C^1(D) \cap C^2(D^+ \cup D^-)
\end{gather}

\LEM{1} Пусть
\begin{gather}
  \psi(a) = a, \\
  %
  g \in L_2(D) \Rightarrow || u(x, y) ||_{L_2(D)} \le
    c \left(
      ||g||_{L_2(D)} + ||\psi||_{L_2 \left( -\frac{1}{2}, 0 \right)} +
      ||\phi||_{L_2 (0, 1)} + ||f||_{L_2(0, 1)}
    \right)
\end{gather}
Условие $\phi(0) = 0$ существенно! Если оно не выполняется, то (о ценнике?)
не выполняется. Берется плосткость решений, для которых не выполняется это
условие и вместо $const \; c$ пишется $\forall$ натурального числа.
Из этой плоскости выбирается функция, для которой будет противоположная
оценка. Доказательство данной оценки основанно на методе вспомогательной
функции. Построение сглаживающей функции, которая является решение
задачи Коши для некоторого уравнения (зависимость от геометрии области)


\section{Задача 2}
(до сих пор нерешенная задача)

Возьмем ту же самую задачу, но немного изменим в ней условие:
\begin{gather}
  \begin{cases}
    u(x, y) \bigg|_{CA} = \psi(y) \in C \left[ -\frac{1}{2}, 0 \right] \\
    u(x, y) \bigg|_{AM} = f(y) \in C \left[ 0, 1 \right] \\
    u_y (x, y) \bigg|_{MN} = \phi(x) \in C \left[ 0, 1 \right] \\
    \psi(0) = f(0)
  \end{cases}
\end{gather}
На границе $u_y (x, y) \in c(D \cup MN)$

Обобщить лемму для случая \MakeUppercase{\romannumeral 2}-го рода

\section{Задача 3}
Тоже та же самая задача, но:
\begin{gather}
  \begin{cases}
    u_x - u_{yy} = 0 & y > 0 \\
    u_{xx} - u_{yy} = 0 & y > 0
  \end{cases} \label{eq:task3_1} \\
  \begin{cases}
    u(x, y) \bigg|_{CA} = 0 \\
    u(x, y) \bigg|_{AM} = f(y) \in C \left[ 0, 1 \right] \\
    u(x, y) \bigg|_{MN} = 0 \in C \left[ 0, 1 \right] \\
    f(0) = f(1)
  \end{cases} \label{eq:task3_2}
\end{gather}
Задача Трикоми: $u(x, y) \in L(\overline{D}) \cap C^1 (D) \cap C^2(D^+ \cup D^-)$

\THM{1} Пусть
$f(y) \in C^2 \left[ 0, 1 \right],\; \alpha > 0 \Rightarrow \exists ! u(x, y)$
-- решение \refeq{eq:task3_1} и \refeq{eq:task3_2} $\Rightarrow$
\begin{gather}
  ||u(x, y)||_{\text{что?!??!}} + ||u(x, y)||_{<(\overline{D}^-)} \le
  C_1||f||_{L_1\left( 0, 1 \right)}
\end{gather}
%
Рассмотрим
\begin{gather}
  ||u(x, y)||_{L_{3p}-\varepsilon (D^+)} +
  ||u(x, y)||_{c \left( \overline{D}^- \right)} \le
  C_1 ||f||_{L_p \left( 0, 1 \right)}
\end{gather}

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
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\section{Получение оценки скорости сходимости}

Введем в рассмотрение следующие ячейки: \\
%
\[ e^i(x), \:\:i = 1, 2, \:\:x \in w \]
\[
e^i(x) = \lbrace f = (\xi_1, \xi_2) : x_i - h_i <
  \xi_i < x_i, \:\:|x_{3-i} - \xi_{3-i}|
  < \frac{h_{3-i}}{2}\rbrace
\]
%
Имеет место взять следующие вложения: \\
%
\[
  \Omega_1 = \bigcup\limits_{i_1=1}^{N_1}
    \bigcup\limits_{i_2=1}^{N_2 - 1}
    e^1(i_1 h_1, i_2 h_2) \subset \Omega
\]
\[
  \Omega_2 = \bigcup\limits_{i_1=1}^{N_1 - 1}
    \bigcup\limits_{i_2=1}^{N_2}
    e^2(i_1 h_1, i_2 h_2) \subset \Omega
\]
%
Рассмотрим функционал:
\[
  \eta_1(x) =
  u_{\bar{x}_1}(x) - \frac{1}{R_2} \int\limits_{x_2 - \frac{h_2}{2}}^{x_2 + \frac{h_2}{2}}
  \frac{\partial u}{\partial x_1}(x_1 - \frac{h_1}{2}, \:\:\xi_2) d\xi_2
\]
После замены переменных
\[ \xi_i = x_i + s_i h_i \]
область $ e^1(x) $ переходит в
\[ e^1(x) \rightarrow E^1 = \lbrace (s_1, s_2): -1 < s_1 < 0, |s_2| < 0,5 \rbrace \\ \\ \]
Если положить
\[ \tilde{u}(s_1, s_2) = u(x_1 + s_1 h_1, \:\:x_2 + s_2 h_2) \]
то получим следующее выражение для функционала:
\[
  \eta_1(x) =
  \frac{1}{h_1} \left[
    \tilde{u}(0, 0) - \tilde{u}(-1, 0) -
    \int\limits_{-0,5}^{0,5} \frac{\partial \tilde{u}}{\partial \xi_1}
      (-0,5, \:\: s_2)ds_2
  \right]
\]
Очевидно, что если функция $u(x) \in W_2^m, \:\: m \in [2, 3] $, то
$ u(x) \in W_2^m(e^1), \:\: u(x) \in W_2^m(E^1) \\ \\$
Также очевидно из $ W_2^2(\Omega)\subset C(\bar{\Omega}) $ следует, что
$ |\eta_1(x)| \leq \frac{M}{h_1}||u||_{W_2^m(E^1)} \\ \\$
Этот функционал обращается в нуль на многочленах второй степени,
следовательно по лемме Брэмбла-Гильберта
\[ |\eta_1(x)| \leq \frac{M_1}{h_1} |u|_{W_2^m(E^1)} \\ \]
Если теперь произвести обратную замену переменных, то получим
\[
  |\eta_1(x)| \le
  \frac{M_1}{h_1} |u|_{W_2^m(E^1)} \le
  M_2 |h|^m (h_1 h_2)^{-\frac{1}{2}} |u|_{W_2^m(e^1)} \\
\]

~~\\~\\~\\
\THM{1 (о скорости сходимости схемы для решений из пространств Соболева
  $W_2^m,~ m \in [2, 3]$)}\\

Пусть $ u(x) \in W_2^m(\Omega), \:\:m \in [2, 3] $
-решение задачи Дирихле для уравнения Пуассона:
\begin{equation*}
 \begin{cases}
   \Delta u = -f, & f \in L_2(\Omega)\\
   u|_{\Gamma} = 0 &
 \end{cases}
\end{equation*}
Тогда построенная разностная схема сходится в сеточной метрике
$ W_2^1(\omega) $ со скоростью $ O(|h|^{m-1}), $
то есть выполняется оценка:
\[ ||y - u||_{W_2^1(\omega)} \leq M_3 |h|^{m-1}\: ||u||_{W_2^m(\Omega)} \]

\textbf{Доказательство. }
Следует из
\[
  ||\eta_i \rceil| _i = \left( \sum_{x} |\eta_i(x)|^2 h_1 h_2 \right) ^ \frac{1}{2} \le
  M_3 |h|^{m-1} \left( \sum_{x} |u|_{W_2^m(e^i(x))}^2 \right) ^ \frac{1}{2} \le
  M |h|^{m-1} \: |u|_{W_2^m(\Omega)}
\]
и оценки градиента. ~~\qed \\

\section{Задача о нахождении нормы линейного функционала}

\textbf{Задача:} \\
Найти норму линейного функционала, порожденного $ \delta $ - функцией в пространстве
$ W_2^1(-\pi, \pi) $
Так как на прямой $ W_2^1 $ вкладывается в класс непрерывных функций, то каждой
функции из класса $ W_2^1 $ ставится в соответствие значение в нуле.
По теореме Рисса---Фреше каждый такой функционал представим в виде скалярного
произведения, поэтому будет выполняться следующее соотношение:
%there might be an error at
%W_2^1(-\pi, \pi) -- second pi could be something
%else!
\[
  \int\limits_{-\pi}^{\pi} (u_x v_x + uv) dx = u(0),
  \:\:\:
  \mea{v}_{W_2^1(-\pi, \pi)} = \mea{f}
\]
%
Таким образом, нужно найти соответствующую функцию $ u $, и тогда мы найдем норму
линейного функционала.
Предпологая, что функция $ v $ в нуле терпит разрыв, проинтегрируем левую часть
равенства и получим:
%
\[
  u(\pi) v_x(\pi) -u(-\pi) v_x(-\pi) + u(0) \left[ v_x(0-0) - v_x(0+0) \right] +
  \int\limits_{-\pi}^{\pi} u(v - v_{xx}) dx  = u(0)
\]
%
Если $ v $ удовлетворяет условиям
\begin{equation*}
  \begin{cases}
    v - v_{xx} = 0, \:\: x \in [-\pi, 0) \cup (0, \pi] \\
    v_x(\pi) = v_x(-\pi) = 0 \\
    v_x(0-0) - v_x(0+0) = 1
  \end{cases}
\end{equation*}

то равенство сводится к тождеству. Поэтому фактически решение задачи сводится к
поиску такой функции $ v $.

Функцию $ v $ можем определить таким образом, что
$$
  v_x =
  \begin{dcases}
    \frac{ch(x-\pi)}{e^{\pi} - e^{-\pi}}, & x>0 \\
    \frac{ch(x+\pi)}{e^{\pi} - e^{-\pi}}, & x<0
  \end{dcases}
  ~~~~~~~\text{тогда}~~~
  v =
  \begin{dcases}
    \frac{sh(x-\pi)}{e^{\pi} - e^{-\pi}}, & x>0 \\
    \frac{sh(x+\pi)}{e^{\pi} - e^{-\pi}}, & x<0
  \end{dcases}
$$

\[
  \mea{v}_{W_2^1(-\pi, \pi)}^2 =
  \frac{1}{(e^{\pi} - e^{-\pi})^2}
  \left[
    \int\limits_{0}^{\pi} \left[ ch^2(x - \pi) + sh^2(x - \pi) \right] dx +
    \int\limits_{-\pi}^{0} \left[ ch^2(x + \pi) + sh^2(x + \pi) \right] dx
  \right] =
\]
\[ = \frac{e^{2\pi} - e^{-2\pi}}{2(e^{\pi} - e^{-\pi})^2} = \frac{cth(\pi)}{2} \]

\[ \text{\textbf{Ответ: }}~~ ||f|| = \sqrt{\frac{cth(\pi)}{2}} \]

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
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\section{Задача Трикоми для уравнения Трикоми}

Пусть есть плоскость $(x, y)$.
На оси $oX$ расположены 2 точки - $A(a,0)$ и $B(b,0)$, в области $y>0$
расположена кривая $\Gamma$, соединяющая эти точки.
В области $y<0$ - 2 характеристики, выходящие из данных точек и пересекающиеся в точке $C$
($AC$ и $BC$, далее обозначенные как $l_1$ и $l_2$ соответственно).
Эти 3 кривые ограничивают область $\mathfrak{D}$.\\

\DEF \textit{Задача Трикоми для уравнения Трикоми} -- задача, которая состоит в
том, чтобы найти функцию
$
  u \equiv u(x,y) \in C(\overline{\mathfrak{D}}) \cap
    C^1(\mathfrak{D}) \cap
    C^2(\mathfrak{D}^+ \cup
    \mathfrak{D}^-)
$
такую, что:

\[\begin{dcases*}
  y \frac{\d^2 u(x, y)}{\d x^2} + \frac{\d^2 u(x, y)}{\d y^2} = 0
  &\text{-- уравнение Трикоми}\\
  %
  u\bigg|_{\Gamma} = \varphi, u\bigg|_{l_1} = \Psi
  &\text{-- граничные условия}
\end{dcases*}\]
%
где $\mathfrak{D}^+ = \mathfrak{D} \cap \{y>0\}$,
$\mathfrak{D}^- = \mathfrak{D} \cap \{y<0\}$.\\

Задача ставится в области, где уравнение имеет так и эллиптический, так и
гиперболический тип, т.н. уравнение смешанного типа.
При $y>0$ тип эллиптический, при $y<0$ - гиперболический.

Важное упоминание - граничных условий на $l_2$ не дано.

Решение задачи состоит в следующем: \\
-- обозначим $u(x,0) = \tau (x), \frac{\d u(x, 0)}{\d y} = \nu (x)$ \\
-- предпологая известными одну из функций мы рассматриваем задачу соответственно
Дирихле или Дирихле-Неймана в эллиптической части, 1я или 2я краевая задача
Дарбу в гиперболической части.\\
-- эти 2 задачи дают нам систему для $\tau (x)$ и $\nu (x)$ и исключая $\nu (x)$
наш нахваленный Франческо Трикоми получил вот такое сингулярное интегральное уравнение,
где интеграл принимается в смысле главного значения -- \\
$$
  \nu (x) +
  \frac{1}{\pi\sqrt{3}} \int_a^b
    \left(\frac{t}{x}\right)^{2/3}
    \left(\frac{1}{t-x} - \frac{1}{t+x-2xt}\right)
    \nu(t) dt +
  \int_a^b \kappa(x,t) \nu(t) dt = F(t),
$$
где $\kappa(x,t)$ - регулярное ядро произвольного типа.
Решение единственно, что доказывается через принцип максимума, и задача корректна.

\section{Задача Трикоми для уравнения Чаплыгина}
$A, B, C, \mathfrak{D}, \Gamma$ определены так же, как и в предыдущей задаче. \\

\DEF \textit{Уравнение Чаплыгина} -- уравнение вида
$$K(y) \frac{\d^2 u(x, y)}{\d x^2} + \frac{\d^2 u(x, y)}{\d y^2} = 0,$$
где $K(0) = 0, K'(y) > 0$ (как и в уравнении Трикоми, при $y>0$
тип уравнения эллиптический, при $y<0$ - гиперболический). \\

\DEF \textit{Задача Трикоми для уравнения Чаплыгина} -- задача, которая состоит в
том, чтобы найти функцию
$
  u \equiv u(x,y) \in
  C(\overline{\mathfrak{D}}) \cap
  C^1(\mathfrak{D}) \cap
  C^2(\mathfrak{D}^+ \cup
  \mathfrak{D}^-)
$ такую, что:

\[\begin{dcases*}
  K(y) \frac{\d^2 u(x, y)}{\d x^2} + \frac{\d^2 u(x, y)}{\d y^2} = 0
  &\text{-- уравнение Чаплыгина}\\
  %
  u\bigg|_{\Gamma} = \varphi, u\bigg|_{AC} = \Psi
  &\text{-- граничные условия}
\end{dcases*}\]
%
и ур-е характеристик имеет вид:
$$AC: \frac{dy}{dx} = -\frac{1}{\sqrt{-K(y)}}, CB: \frac{dy}{dx} = \frac{1}{\sqrt{-K(y)}}.$$
Задача является решенной.
\\
\\
{\color{darkgray}
  <очень много исторических справок>
}
\\
\\
\DEF \textit{Обобщенная задача Трикоми (задача Франко)} -- задача, аналогичная 2м
вышеуказанным, за исключением того, что
вместо условия на $AC$, ставится условие на некоторой кривой $\gamma$, и
$$\gamma: 0 \ge \frac{dy}{dx} \ge -\frac{1}{\sqrt{-K(y)}}$$
и $CB$ должна пересекать $\gamma$ не более, чем в одной точке. \\
Корректность задачи была обоснована, но сама задача не решена и остается открытой.
\\
\\
{\color{darkgray}
  <очень много напоминаний что задача не решена и что ее можно и нужно решать>
}
\\
\\

\section{Задача Трикоми-Неймана}
\DEF \textit{Уравнение Лаврентьева-Бицадзе} -- уравнение вида
$$\frac{\d^2 u}{\d x^2} + \operatorname{sgn}(y) \frac{\d^2 u}{\d y^2} = 0$$

\DEF \textit{Задача Трикоми-Неймана} -- задача такая, что:
\begin{enumerate}
  \item Дана полуполоса $\mathfrak{D}^+$ в направлении
    $+y$ от $0$ и шириной по $x$ от $0$ до $\pi$
  \item Даны точки $A(0,0), B(\pi,0), C(\frac{\pi}{2}, -\frac{\pi}{2})$
  \item Имеет место уравнение Лаврентьева-Бицадзе
  \item Граничное условие второго рода на боковых стенках:
    $$\frac{\d u}{\d x}(0,y) = 0, \frac{\d u}{\d x}(\pi,y) = 0, 0<y<+\infty$$
  \item На $AC$ ставится условие первого рода: $u(x, -x) = f(x), 0 \le x \le \pi/2$
  \item На $AB$ ставится условие склеивания производных вида:
    $$
      \frac{1}{k} \frac{\d u}{\d y}(x,+0) =
      \frac{\d u}{\d y}(x,-0), 0 \le x \le \pi,
    $$
    где $k \neq 0$
  \item $\lim_{y \to +\infty} u = 0$
\end{enumerate}

Существование:
\begin{enumerate}
  \item в гиперболической части выписываем общее решение вида
    $F(x+y)+f(\frac{x-y}{2})$ (вдоль $AC$ и $CB$)
  \item удовлетворяем условию склеивания
  \item предполагаем, что решение в элл. части представимо в виде ряда, получаем
    задачу о возможности разложения некой ф-ии в ряд по некоторым синусам
\end{enumerate}

Например, предположим, что в элл. части действует такой вид:
$$u(x,y) = \sum_{n=0}^{\infty} A_n e^{-ny} \cos{nx}, y>0.$$
%
Он удовлетворяет граничному условию на боковых стенках и уходит в $0$ при $y \to +\infty$.\\
Тем временем в гип. части:
$$u(x,y) = F(x+y)+f(\frac{x-y}{2}), y<0.$$
%
Учитывая, что в гип. части
$$\frac{\d u}{\d y} - \frac{\d u}{\d x}\bigg|_{y=0}=-f'(\frac{x}{2})$$
%
имеем
\[\begin{dcases*}
  \Delta u = 0 \\
  %
  \frac{\d u}{\d x}(0,y) = \frac{\d u}{\d x}(\pi,y) = 0 \\
  %
  \frac{1}{k} \frac{\d u}{\d y}(x,+0) - \frac{\d u}{\d x}(x,+0)\bigg|_{y=0} = -f'(\frac{x}{2})
\end{dcases*}\]
%
при $y>0$. Таким образом исходная задача была редуцирована к задаче Лапласа.\\
Вышепредставленный ряд удовлетворяет условию с $\Delta$ и г.у.
Спустя много алгебры, мы сможем найти $A_n$ через соотношение:
$$
  \sum_{n=1}^{\infty} A_n n \sin{(nx - arctg(\frac{1}{k}))} =
  -\frac{kf'(x/2)}{\sqrt{1+k^2}}, 0 < x < \pi.
$$
%
Если $f'(x)$ достаточно хороша, чтобы разложить ее в ряд Фурье с такими
коэффициентами, то задача решена.
Но здесь возникает проблема построения биортогонально сопряженной системы и
возможности разложения по такому базису (с помощью базиса Риса задача решена для $|k|>1$),
и должны выполняться двусторонние оценки для коэф-ов ряда. \\

{\color{gray}
Короче, эта задача решена наполовину, и то через жопу.
Суть, с которой он всю эту херь говорил, состоит в том,
что "такую обобщенную простую задачу спектральным методом можно свести к
довольно сложной", и в этом примере идет отдельный пиздец с сдвигами.
}
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